
数 学

集 合 论

!集合论"数学的一个重要分支#现代数学的基础$集合论是康托
尔在%&世纪末创立的$它经历了两个发展阶段’%&()年以前称为
朴素集合论*%&()年以后称为公理集合论$
朴素集合论产生的背景是分析学#康托尔在研究 +函数展开

为三角级数的唯一性,问题时#首先提出了集合的概念#并且提
出了对无穷集合分类的一种法则#即 +一一对应,法则$如果两
个集合的元素之间能建立一一对应的关系#则称这两个集合等势$
一个无穷集合可与它的一个真子集等势#这与传统的观念 +全量
大于部分,矛盾#但康托尔认为这恰恰是无穷集合区别于有穷集
合的特征$他称与全体自然数集合-等势的集合为可数集#当他
证明了全体有理数集和全体代数数集都是可数集之后#又发现全
体实数集 .不是可数集#这说明无穷集合之间存在着差异#为了
刻划这种差异#他引进了基数的概念#同时他还开始研究有序的
集合#特别是良序集的结构#并引入了序数的概念#将数学归纳

()& 思 想 与 学 术



法推广到自然数以外!提出了超限归纳法"
#$%%年左右集合论中出现了悖论!其中最著名的是罗素悖

论"悖论的出现表明集合论的理论是不协调的!也使人们对整个
数学推理的正确性与结论的真理性产生怀疑!酿成了数学史上的
第三次危机"
为了克服悖论所带来的困难!策梅洛于#$%&年提出了一个公

理化方案!后经弗伦克尔和斯科朗的改进!形成了现代的公理集
合论"

’集合(数学中最基本的概念!也是集合论研究的对象"我们把一
定范围内)确定的)可区别的事物的整体称为集合!组成集合的
事物叫做集合的元素!如果*是集合+的元素!则称*属于+或

+包含 *!记作 *,+"如果一个集合只含有限个元素!则称为有
限集!如果一个集合包含无限个元素!则称为无限集"
当一个集合的所有元素都已确定时!这个集合就被确定了"有

限集合可将其元素全部列出"置于括弧之内来表示"例如全体小
写英文字母的集合可表示为 -*!.!/!01!对无限集合上述方法
不行!这时只有用可以刻划所有元素2的某一性质3425来加以
概括!例如全体自然数的集合可表示为 -262是自然数1"
集合可以没有任何元素!这种集合只有一个!称为空集!记

作7"如果集合8的元素都是+的元素!就称8是+的子集!也
称+包含8"记作89+或+:8"空集是任何集合的子集!任何
集合都是它自己的子集"如果集合+!8有相同的元素!那么这两
个集合相等!记作 +;8"
以属于 +或属于 8的元素为元素的集合称为 +与 8的并

集!记作 +<8!以属于 +又属于 8的元素为元素的集合称为 +
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与 !的交集"记作 #$!"以属于 #但不属于 !的元素为元素的
集合称为 #与!的差集"记作#%!&当!’#时"#%!可称为

!关于 #的补集"集合的并与交都适合交换律和结合律"即 #(
!)!(#"*#(!+(,)#( *!(,+"#$!)!$#"#$ *!
$,+) *#$!+$,&并与交还适合分配律"即#$ *!(,+)
*#$!+( *#$,+"#( *!$,+) *#(!+$ *#(,+"它
们与差一起适合德-摩根律./% *#(!+) */%#+$ */%
!+"/% *#$!+) */%#+( */%!+&如果对某个非空集合

0的每个元素120都指定一个集合#1"那么由#1组成的集合3#1.

1204称为集合族&集合族 3#1.1204的交定义为 356712052

#14"记作$
120
#1"集合族 3#1.1204的并定为 356812052#14"

记作(
120
#1&集合 #的全部子集组成的集合称为 #的幂集"记作 9

*#+"对任意两个元素:";按一定次序排列起来可构成有序对集
合"记作 <:";=&设 #"!是两个非空集合"从 #"!中各取一
个元素 :";所组成的有序对 <:";=的全体组成集合 3<:";=
6:2#";2!4称为 #与 !的直积"记作 #>!&

?映射@数学的基本概念&设#和!是两个非空集合"如果按照某
一法则将#中任一元素与!中唯一元素相对应"就称该法则为从

#到 !的映射"记作 A.#B!"#称为 A的定义域"记作 CDE
*A+"#中元素5所对应的!中唯一元素F称为5在A下的象"记
作 A*5+"A*#+)3A*5+652#4是 !的子集"称为 A的值域"记作

GHI*A+&两个映射 A和 J只有当它们有相同的定义域"并且对任
意 52#有 A*5+)J*5+时才称为相等&当GHI*A+)!时称 A
是 #到!上的映射"也称满射&如果A将#中不同元素映到!中
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不同的象!则称 "是单射#如果 "既是满射又是单射!则称 "是双
射!也称一一映射#对于双射 "$%&’!使"()*对应于 )的映射
称为"的逆映射!记作"+,$’&%#显然有("+,*+,-"!对于映射"$%
&’!.$’&/!由 0()*-.("()**所确定的映射 0$%&/称为 "与

.的复合映射!记作 0-.1"#复合映射满足结合律!即 01(.1"*
-(01.*1"#
当 )2%时所有有序对34)!"()*56)2%7组成的直积 %8’

的子集称为 "的图像#这个子集可以看作是 %与 ’之间的关系!
每个映射是一特殊的关系#

9关系:数学的基本概念#由有序对 4)!;5组成的非空集合 <=
%8’!称为 %与 ’之间的二元关系#如果 4)!;52<称 )与

;有关系<!记作)<;!<中有序对的第一坐标组成的集合称为<
的定义域#第二坐标组成的集合称为<的值域!如果%-’!则<
是 %上的二元关系!一般地!如果<=%>!则称<是%上的>元
关系#

%上二元关系 <满足$?)2%!)<)称 <具有自反性!<
满足)<;!;<@A)<@!称<具有传递性#<满足)<;A;<)!称

<具有对称性!如果 <满足 )<;!;<)A)-;则称 <满足反对
称性#如果 %上的二元关系 <满足自反性B对称性B传递性!则
称<是%上的等价关系#如果%上的二元关系<满足自反性B反
对称性B传递性则称<是%上的偏序关系!偏序关系<通常记作

C#集合 %连同偏序关系C称为偏序集!记作 (%!C*!如果偏
序关系C还满足?)!;2%!)C;或 ;C)!则称C是 %上的线
序!(%!C*称为线序集!如果对线序集 (%!C*的每个非空
子集’都存在)D2’满足?)2’!)DC)!则称C是%上的良序!
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!"#$%称为良序集&

’序数(集合论的基本概念&是日常使用的第一)第二等表示次序
的数的推广&如果两个偏序集 !"#$%和 !*#$%是序同构的#
记作 !"#$%+ !*#$%#其中+是一个等价关系&在所有偏序
集中可以按这个等价关系进行分类#每个等价类称为序型&序数
原来定义为良序集的序型#即与良序集 !"#$%序同构的所有良
序集组成的类&但是在,-.系统中无法证明序型是一个集合#因
此原来的定义必须修改&/012年#冯3诺伊曼给出序数的一个新
定义&如果线序集 !4#5%满足6754#68579854#则称

!4#5%是传递集&如果 !4#5%是传递的良序集#则称 4是序
数#可以证明每个良序集都有唯一的序数与之序同构#因此每个
序数可以看作良序集的序型的代表元&
在 ,-.系统中#自然数 :定义为;#/定义为 :< =:>#?@

/定义为 ?< =?>#A所有自然数的集合 BC =:#/#A>也是序
数&序数有三种#第一种是 :D第二种是某一序数 4的后继 4/C4
< =4>#称为后继序数D其它序数属于第三种#称为极限序数&B
就是第一个极限序数#B@/CB< =B>是 B的后继序数&

’基数(又称势&集合论的基本概念&是日常用以表示多少的数的
概念的推广和发展&如果集合"与*的元素之间存在一一对应的
关系#则称"与*等势#或称"与*有相同的基数#记作"E*&
集合"的基数原来定义为"FC =*G*E">#即一切与"等势的集
合的类#但是在,-.系统中无法证明"F是集合&/01H年冯3诺伊
曼给出了新的定义#根据选择公理#每个集合"都可以良序化#因
此有一个序数4使得"E4#冯3诺伊曼把这种4中最小的那个序
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数定义为集合!的基数"记作#!#$这样定义的基数仍是集合"而
且如果 !%&"则#!#’#&#因此基数是序数的一部分"每个基数
都是不能与小于自己的序数等势的序数"也称为初始序数$例如

(")"*"+等自然数都是初始序数",是初始序数"但 ,-)不是
初始序数$所有势为自然数的集合称为有限集合"与自然数集 ,
等势的集合称为可数集合",作为基数常用.(表示"它是第一个
无限基数"非可数的无限集称为不可数集"实数集是不可数集"第
一个不可数的基数常用.)表示$

/超限归纳法0集合论的重要原理$是证明集合论中某种类型命题
的重要方法"超限归纳法可以叙述为1设 2是关于全体序数的命
题"如果 3)423(4成立53*4若 2364成立可推出 236-)4成
立5374若 6为极限序数"并且对一切 896"2384成立"可推
出 2364成立"那么 2对于所有的序数都成立$
超限归纳法不仅是对于全体序数类成立"还可以推广到一般

的良序集"设 3:";4是一良序集"对任意 <=:":<’ >?=:
#?9<@称为在:中由<所确定的前截段$对于AB:"如果C<=
:只要:<BA就有<=A"那么称A是:的归纳子集"超限归纳法
断言1如果 A为良序集 3:";4的归纳子集"则 :’A"因为若

<为 :的最小元"则 :<’DBA"所以 <=A"因此 A非空$如果

A是 :的真子集"<是 :EA的最小元"那么 :<BA"因此 <=A
矛盾"所以 A’:"当 :为自然数集 F时"即得到了上述定理的
一个特殊情况"即普通的数学归纳法$因此超限归纳法是数学归
纳法的推广$

/悖论0自相矛盾的命题"即如果承认这个命题"就可以用逻辑推
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理的方法推出它的否定!反之"如果承认它的否命题"又可以推
出这个命题!在集合论中著名的悖论有罗素悖论#康托尔悖论和
布拉里$福尔蒂悖论!
罗素悖论%设 &为一切不属于自身的集合所组成的集合"问

&是否属于&"如果&属于&"则&是&的元素"因此由&的定义"
可知 &不属于 &"反之若&不属于&"则&是不属于自身的集合"
由&的定义可知&属于&"无论如何都将导致矛盾"为了解释罗素
悖论"他又给出了一个通俗的例子"即理发师悖论!据说在一个
小岛上只有一个理发师"他声称只给那些不为自己理发的人理发"
但是不给那些为自己理发的人理发"于是有人问他"是否给自己
理发’按照他的声明"如果他给自己理发"他就不能为自己理发"
如果他不给自己理发"那么他就应该给自己理发"这位理发师陷
入了逻辑的窘境中!

数 理 逻 辑

(数理逻辑)数学的一个分支学科!用数学方法研究的逻辑!通常
人们认为数理逻辑包含 *个领域%+,-公理集合论.+/-模型论.
+0-递归论.+*-构造主义和证明论!此外还有两个不太确定的
领域"可以称为%+1-逻辑和计算机.+2-数学基础!纵观数理逻
辑的发展史"它和哲学有多方面的相互作用"包括构造一些其它
的逻辑系统"如模态逻辑#时态逻辑#道义逻辑#量子逻辑#多
值逻辑和模糊逻辑等!
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数理逻辑的先驱者是莱布尼茨和布尔!他们首先提出了用数
学方法研究逻辑系统的思想"#$世纪末!弗雷格和康托尔的工作
为现代数理逻辑奠定了基础"#$%&年弗雷格出版了一部专著 ’概
念演算(!第一次规定了一阶谓词演算的现代形式!几乎同时!康
托尔创建了集合论!开始用一种严格的数学方法来处理无穷集合"
他在 #$%)年提出了著名的连续统假设 *+,-!这个假设猜想.实
数的个数是自然数个数之后的第一个无穷数"虽然 +,至今还没
有解决!但是为解决它所提出的各种方法极大地推动了集合论的
发展"#&//年左右集合论中出现了一些悖论!最著名的有罗素悖
论0康托尔悖论0布拉里1福尔蒂悖论"特别是罗素悖论在当时的
数学界和逻辑界引起了极大震动!它动摇了传统的数学概念0数
学证明和数学方法的可信性标准!引起了第三次数学危机"
为了摆脱危机!希尔伯特提出了一个计划!即将所有古典数

学理论公理化!并将它们的协调性归结到初等数论的协调性中!然
后用有穷方法证明数论的协调性!希尔伯特计划后来发展为证明
论"
与此同时关于集合论的公理化进程也在进行中!在#&/$年策

梅罗提出了集合论的公理化方案!经过一系列改进和完善!最终
形成了 234公理系统"
从5/年代开始哥德尔发表了一系列重要的结果!开辟了数理

逻辑的新纪元"#&5#年他发表了著名的不完备性定理!证明了数
论以及强于数论的任何形式系统都是不完备的"这个定理给希尔
伯特计划以致命的打击"这个定理也是证明论中最重要的定理"
此后不久!哥德尔在埃尔布朗的启发下提出了给予算法以精

确定义的方法!克林进一步把它具体化!提出了递归函数的概念"
#&56年阿兰7图灵引进了著名的图灵机来描述算法!继而证明了
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图灵可计算函数和递归函数的等价性!从而开始了递归论的研究"
哥德尔在 #$%&年还证明了一阶谓词演算的完备性!即每个

’在一切可能模型中为真(的语句在一阶逻辑中是可证的!或者说
每个不可否证的语句都有模型"哥德尔的这个定理在模型论的发
展中起了重要的作用!在一阶逻辑中可以建立许多数学公理系统!
模型论主要研究这些公理系统的模型的一般性质!虽然在)&年代
模型论已有了一些零碎的结果!但对模型论的系统研究开始于 *&
年代!模型论的最重要的方法是紧致性定理以及超积方法"这些
方法在许多数学领域都有广泛的应用"

+公理集合论,数理逻辑的一个分支"现代数学的基础"#$世纪末!
康托尔创立的朴素集合论直观地阐述了集合-序数-基数等概念"
这些概念在当时都含有某种未被澄清的含糊性!从而出现了若干
悖论"为了避免悖论!策梅洛于 #$&.年提出了第一个集合论公理
系统!在 )&年代弗伦克尔和斯科朗曾予以改进和补充!从而形成
了策梅洛/弗伦克尔公理系统!简记为 01"01是一个形式系统!
它以 ’集合(和 ’属于(为仅有的不加定义的原始概念!它的公
理有2外延公理-空集存在公理-无序对公理-并集公理-幂集
公理-无穷公理-分离公理模式-替换公理模式-正则公理"如
果另加选择公理!则所得到的公理系统简记为 013"
在01中!几乎所有的数学概念都能用集论语言表达"数学定

理也大都可以在013系统内得到形式证明!因而作为整个数学的
基础 4至多范畴论例外5!013是完备的"数学的协调性可以归结
成 013的协调性"但是根据哥德尔不完备性定理!在 013中不
能证明 013的协调性"所以在 013中只考虑相对协调性问题"
公理集合论中最著名的问题是 #.67年康托尔提出的连续统
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假设!这个问题至今仍未解决"#$%&年哥德尔首先提出了可构成
公理!从而证明了’(和选择公理)*’+与,-的协调性!即’(!
*’在,-中不可否性"#$.%年科恩创立了力迫方法!并用力迫法
证明了’(!*’与,-的独立性!即’(!*’在,-中不能证明"
力迫方法是一种非常复杂的构造模型的方法!应用力迫方法!

人们证明了许多集合论命题的协调性和独立性!力迫方法极大的
推动了公理集合论的发展与应用"
在公理集合论的研究中!有许多问题要用到,-)或,-’+以

外的附加假设才能确定!这里常用的附加假设有/可构成公理0各
种大基数公理0以及与*’不协调的决定性公理等"目前!力迫方
法!大基数公理!决定性公理成为现代公理集合论研究的主流方
向"公理集合论的现代成果对其它数学领域有着深远的影响"

1模型论2数理逻辑的一个分支!是研究形式语言及其解释 )模
型+之间的关系的理论"模型论中的概念和方法!不仅来源于数
理逻辑!也有不少来源于代数!特别是泛代数"模型论的成果和
方法不但对数理逻辑的其它分支!如逻辑演算3证明论3递归论3
公理集合论有很大推动作用!也对数学的一些学科!如代数3数
论3拓扑3概率等有相当影响"
由于所涉及的逻辑系统不同!模型论可分为/一阶模型论3高

阶模型论3无穷长语言模型论3模态模型论3具有广义量词逻辑
的模型论3多值模型论等!一阶模型论是应用最广泛3内容最丰
富的部分!是模型论最重要的基础"
模型论中最早的重要结果是勒文海姆4斯科朗定理/设一阶语

言 5中所能表达的命题个数为6)超限数+!如果5中的一个形式
理论7有无限模型!则7有基数为任意896的模型"模型论的最
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基本定理是紧致性定理!如果一阶语言"的一个命题集#的任意
有限部分有模型$则 #自身有模型%紧致性定理有许多有趣的应
用$实数理论的非标准模型的存在性就是根据紧致性定理$这是
非标准分析的基础%模型论中还有许多构造模型的方法%如斯科
朗函数方法&亨金常量方法&塔尔斯基初等链方法&超积方法&鲁
宾孙力迫方法等%这些方法不仅推动了模型论的发展$而且有许
多应用%例如阿克斯和科琴用超积方法解决了阿廷提出的关于 ’
进数域(’的一个猜想%一个形式理论#$如果它的任何两个基数
为 )的模型都同构$则称 #为 )范畴理论%莫利关于范畴性的重
要定理是!对于可数语言中的完备理论#$如果它对某个不可数基
数 )是范畴的$则对于任一不可数基数 *$#也是 *范畴的%在研
究范畴性的过程中$莫利提出了一个重要的概念!+稳定性,%谢
拉赫对形式理论的稳定性作了深入的研究$提出了许多新的概念
和方法%
模型论是一门年轻的学科$它还在发展中%可以预料$随着

模型论的深入发展$它将为其他数学分支提供更多的新工具和新
方法%

-递归论.数理逻辑的一个分支$是研究算法&可计算性&不可计

算性的数学%在古代中国&希腊就有了算法概念$/0世纪$代数

里已出现了大量算法$但是有些问题经过长时期的研究$还是找

不到解决它们的算法%例如希尔伯特第九问题&半群上字的问题

等等%因此人们怀疑是否这些问题没有一致的算法$为了证明解

决这些问题的算法不存在$就要求把算法概念予以精确化$因此

产生了建立算法的精确数学定义的问题$12世纪32年代$这个问
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题才得到了解决!出现了几个等价的定义"其中最重要的有递归

函数#图灵机#正规算法等!
递归函数产生后"开始了递归论的研究"递归论中另一个重

要概念是算法可产生集的精确描述递归可枚举集"可以证明一切

递归集"即算法可判定集都是递归可枚举集"但是存在不是递归

集的递归可枚举集!由于许多数学问题都可以化为某个递归可枚

举集是否是递归集的问题!因此非递归的递归可枚举集的研究帮

助人们证明了希尔伯特第十问题#半群上字的问题等都是不存在

算法解的!
进而人们又开始研究是否一切递归可枚举集的不可解的程度

是一样的"为了刻划这个问题"$%&&年波斯特提出不可解度的概

念"并且提出著名的波斯特问题!$%’(年弗里德贝格和穆切尼克

各自独立地创造了有穷损害优先方法解决了波斯特问题!后来人

们又创造了无穷损害优先方法"以及)*优先方法等"这些方法是

递归论研究中的重要工具!
随着集合论的发展"递归论也从 +上的递归论发展成为在一

般序数 ,上的递归论!从而形成了广义递归论!
在计算机科学中"人们也经常使用递归论的概念和方法"递

归论主要应用于计算复杂性理论"起初人们把图灵机作为研究计

算复杂性的模型考虑计算的时间和空间复杂性!后来在递归论的

基础上又建立了抽象计算复杂性理论!近年来递归论的方法大量

地用于 -与 .-问题的研究中"取得了一系列成果!

/哥德尔不完备性定理0数理逻辑中最重要的定理之一!哥德尔在
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!"#!年证明了这个定理$它包括两个事实$第一不完备性定理%设

&是包含算术系统的任意形式系统$则存在命题 ’使得 ’和它的

否命题都在&中不可证(’也称为形式系统&内的不可判定命题(
第二不完备性定理%在上述形式系统 &中不能证明它本身的协调

性(
哥德尔不完备性定理表明$在一个足够强的公理系统中不能

证明自身的协调性$而且在相容性的范围内无论怎样添加公理$它

们仍然是不完备的(
哥德尔的工作从正面或反面解答了 )*世纪以来在数学基础

方面争论的最根本的问题(同时也给希尔伯特计划以致命的打击(
哥德尔定理说明要想证明数学理论的绝对的协调性是不可能$从

此以后$人们开始了相对协调性的研究(哥德尔第一不完备性定

理的证明方法对递归论的早期发展有很大影响$哥德尔的工作推

动了整个数理逻辑的发展(

组 合 数 学

+组合数学,又称组合分析或组合学(研究将有限个元安排到适合

-服从.某些限制条件的集合(有三个问题需解决%-!.组态问题$
解决存在这种安排的条件$给出明确的结论/-).组态存在时$确
定其数目或将它们进行分类/-#.研究安排的性质和结构$包括
最优化问题(

)"" 思 想 与 学 术



组合数学最早出现的是神话传说!大禹时代 "前 ##$$%的神
龟背上驮着的幻方&古代称为 ’九宫(&即

) * #

+ , -

. / 0

一般是将 /&#&1&2#放到232格子中&使每行每列各数之和相
等&称2阶幻方4缺角棋盘的覆盖问题5柯克曼/,女生散步问题5
欧拉 +0名军官问题都是著名的组合学例子4现代科学技术中&又
提出离散性问题及关系结构分析&图论5信息论5编码5实验设
计5线性规划等领域也提了一系列问题&促进了组合学的发展&它
们互相促进5充实4

673869676:686;若<9</=<#=1=<2&且<>?<@9A&

则6<696</6B6<#6B1B6<269C
2

>9/
6<>6D

2为正整数&EFGF2&H"2&G%92"2I/%1 "2JGB/%表
示 2元集中 G元排列的个数&特别&H"2&2%92"2J/%1#:
/92K&2元集中G元圆排列数为H"2&G%LG92KLG"2JG%K&特
别&2元圆排列数为 "2J/%K4

GF2&H"2&G%9GKM"2&G%&M"2&G%9
2N
O

P

QG92KLGK

"2JG%K表示 2元集中 G元的组合数4特别&M"2&G%9M"2&
2JG%&而 2元集的所有子集数为 M"2&$%BM"2&/%B1B

M"2&2%9#24
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若 !有 "个不同元#每个元有无限重数#则 !的 $元排列数

为 "$%!的 $元组合数为 &’"()*$#$+,
"()*$-

.

/

0$ #若 !为

有有限重数 1)#12#3#1"的重集#1,1)*3*1"#则 !的排列
数为 1451)412431"4

容斥原理’包含排斥原理+指的是67
1

8,)
!86,9

1

8,)
6!86( :

;<8=><1
6!8

?!>6*3*’()+"@) :
)<8)=3=8"<1

6!8)?3?!8"6*3

*’()+1()6?
1

8,)
!86

帕斯卡公式 &’1#"+,&’1()#"+*&’1()#"()+#
)<"<1()A

二项式定理 ’B*C+1,B1*
1-
.

/

0)B
1()C*

1-
.

/

02B
1(2C2*3*

1-

.

/

01()BC
1()*

-

.

/

0

1
1C

1,:
1

",D

-

.

/

0

1
"B

1("EC"

若数列 F ’D+#F ’)+#F ’2+#3#F ’1+3#其中 F
’1+与它前面的若干项联系的方程对所有大于某个1G的整数1都
成立#该方程 ’关系式+称为递归关系A常系数线性齐次递归关
系指的是

F ’1+,H)F ’1()+*H2F ’1(2+*3*H"F ’1("+#1,"#
"*)#3 ’I+
其中 H8是常数#H"JD##称为 "阶的#而各 F均为一次且没有常
数项#’I+可化为

F ’1+(H)F ’1()+(3H"F ’1("+,D#
1,"#"*)#3A
KL( M)KL()( M2KL(2( 3 ( ML, D
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称为 !"#的特征方程$由 %&’()!"#的全部特征根均不为零)
对非零数*)当且仅当*是 !"#的一个特征根时)+!,#-*,是
递归关系!"#的一个解$而*.)*/)0*&是互不相同的特征根时)
!"#的一般解为

1!2#- 3.42.5 3/42/5 0 5 36426$
数列 %()%.)%/)0)%,)0的生成函数指的是形式幂级数

7!8#-%(5%.85%/8/505%,8,50)
有限序列 %()%.)%/)0)%,可看成无限序列 %()%.)%/)0)%,)
%,5.-()%,5/-()0)因之也可称为有限数列的生成函数$二项

式系数
,9

:

;

<(
)
,9

:

;

<.
)0)

9

:

;

<

,
,
的生成函数是7,!8#-

,9

:

;

<(
5
,9

:

;

<.
85

,9

:

;

</
8/

505
9

:

;

<

,
,
8,-!.58#,$

设 %,是 &!=(#个不同元的多重集的 ,组合数)则数列 %()%.)
%/)0)%,)0的生成函数 >&!8#为

>&!8#-
&?.9

:

;

<(
5
&9

:

;

<.
85

&5.9

:

;

</
8/505

&5,?.9

:

;

<,
8,50-

.
!.58#&$

特别).).)0).)0的生成函数为

>!8#- .
.?8@.)/)0),

的生成函数为 >/!8#- .
!.?8#/$

A.)A/)0)A,均为 B的子集)从每个 AC中选取一个相异元

%.)%/)0)%,)称为 A.)A/)0)A,的一个相异代表组$
配偶定理内容为DA.)A/)0)A,有相异代表组当且仅当对每

个&-.)/)0),)与每次选取的C.)C/)0)C&!.EC.F0FC&E,#都有

GAC.HAC/H0HAC&GI&$
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相异代表组及配偶定理与图论中二部图的匹配及匹配的有关

定理只是两种不同的表述!
鸽笼原理内容为"#$%或更多只鸽子飞入 #只笼子&则至少

有一个笼子里有多于一只鸽子!又称为抽屉原理’迪里赫莱原理!
拉姆齐定理是鸽笼原理的深刻推广!即适合条件 %()(*%&

*+&,&*#的正整数组&必存在最小正整数

-.*%&*+&,&*#/)0&依赖于 *%&*+&,&*#&)&具有性质"若 12-.*%&
*+&,&*#&)0且 3是 1元集&将 3的 )元子集分在 #个盒子里&则
或有 *%个元使它的全部 )元子集均在第一个盒子里&或者有 *+个
元使它的全部 )元子集均在第二个盒子里&,&或有 *#个元使它
的全部 )元子集均分在第 #个盒子里!
鸽笼原理的加强形式为"*%&*+&,&*#是正整数&将 *%$*+$

,$*#4#$%或更多物件放入 #个盒子里&则或第一个盒子里至
少有*%件&或第二个盒子里至少有*+件&,&或第#个盒子里至少
有 *#件!

5图论6见7概率论8中的7图论8!

5树6连通无回路的图!一般无回路的图称为.森0林!#点 1边的
图 9&则树有以下特征"

9是树:9连通且1;#4%:9无回路且1;#4%:9无回
路&但任二点间添一条边得到一条且仅一条回路:9连通&但删去
任一边必不连通:9的任二点间有且仅有一条路!
任何 #.2+0点树 9至少有 +片树叶.度为 %的点0!
<的生成子图 9是树&则 9称为 <的生成树!<有生成树:

<是连通图!
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!边"赋权图 #的生成树中$各边权和最小的$称为最小生成
树%首先选边权最小的边 &’!当有相同的权$任选一条"(当已选好

&’$&)$*$&+$则选 &+,’$使 &’$&)$*$&+$&+,’无回路$且 &+,’是权最
小者$直到 +-./’结束$就得到 #的最小生成树%
若干城镇间修建管线$选取造价最低的设计方案的数学模型

就是在连通赋权图中选取最小生成树%
图 #的回路 0 经过 #的每条边一次且仅一次$称为欧拉回

路$而#称为欧拉图%简称#为1图%若图#的路0经过每条边
一次且仅一次$则称为欧拉路%

’234年欧拉得到5连通图 #$若恰有二个奇度点$则存在由一
奇度点出发到另一奇度点的欧拉路(若所有点均为偶度点$则必是

1图$可从任一点出发过每边一次且仅一次回到该点%因此可断定
哥尼斯堡七桥问题无解%
类似的是中国邮递员问题%’678年我国管梅谷提出并解决%

邮递员每天投递报纸信函$设计从邮局出发走遍所负责街区的每
条街巷再回到邮局的投递方案$使总行程最短%
图 #的回路若经过每个点一次且仅一次$则称为哈密顿回

路$简称 9回路%有9回路的图称为哈密顿图$简称9图%若图

:有过每个点一次且仅一次的路$则称为 9路%
’876年$哈密顿将正十二面体的 );个顶点表示世界上 );个

大城市$棱表示交通线$在上面找出经过每个点一次且仅一次的

<周游世界=游戏%他本人给出了方案$且获得了专利%与找到判别
条件的欧拉图不同$哈密顿图的判别条件至今仍是图论著名难题
之一%
类似的是货郎!推销员"问题%货郎要到若干城镇去$如何设计

从驻地出发经过每个城镇至少一次而回到驻地的旅行方案$使旅
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费最低!或旅程最短"#至今也未找到满意的方法$
平面图是指能画在平面上而使得没有任何二边相交的图$平

面图 %的各边将平面划分成若干区域&每个区域称为 %的一个
面&包围面的各边称为该面的边界’最外层各边界围成无限面$
有 (点 )边 *面的连通平面图&则有以下关系式成立&称为

欧拉公式+(,)-*./
点数 (01的简单连通平面图适合关系式+)21(,3&而平面

图 %的每个面均由 4条边围成&则 )24!(,/"5!4,/"$
最重要的非平面图是 67与 61&1$在图 %的一条边上增加若

干个 /度点&即将一条边看成若干条相连边&并不影响 %的平面
性’同样&若一个面的边数多于 1&当删去 /度点&即将相邻的两条
边看成一条边&也不影响 %的平面性$增加或删去 /度点&由图 %
得到 %8&则称 %&%8是同胚的&库拉托夫斯基证明了以下重要结
果+

%是平面图当且仅当 %不含与 67或 61&1同胚的子图$
图 %的点集 9.98:9/&98;9/.<&且 98的点仅与 9/的

点邻接&9/的点仅与 98的点邻接&则称 %是二部图&记成 %.
!98&9/’="&也称二分图或偶图$98的每个点与9/的每个点邻接
的二部图&称为完全二部图$>98>.)&>9/>.(的完全二部图&记
作 6)&($

%是二部图?%没有长为奇数的回路$
二部图 %.!98&9/’="&若对 98的每个点 @A有 9/的不同点

BA&使 @ABAC=&则D@8B8&@/B/&E&@>@8>B>@8>F称为 98对 9/的一个匹
配$
二部图 %.!98&9/’="&存在 98对 9/的匹配当且仅当对每

个 A&82A2>98>&98中的 A个点至少与 9/中的 A个点邻接$本结
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果常称为婚配定理!

"四色猜想#画在平面上或球面上的地图$每个国家是个连通区域$
有共同边界的国家要着不同颜色$需要用多少种颜色%下图说明至
少要 &种!

’()*年证明 +种一定够用!然而实践中 &种已够用$人们猜想四
色已够用$而一直未能证明它$称为,四色猜想-!’)./年美国有人
用计算机证明,四色猜想-成立$但有人怀疑$有人仍希望得到直接
证明!

"网络流#有向赋权图 0$边 1213的权称为该边的容量$记作 423$0
称为容量网络!0有点15称为源6发点7$只有引出的边8另有点19
称为汇6收点7$只有引入的边$其余点为中间点$既有引入的也有
引出的边!

:;<:23=为定义在边上的函数$若:适合以下条件$则称为0上
的可行流>6’7?对每条有向边 1213$*@:23@42386A7?对每个中间点
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!"#$
!"!%&’
("%)$

!%!"&’
(%"*+#即流入量与流出量相同,

当 (是可行流#$
!-!%&’
(-%)$

!%!-
(%-*./(0称为 (的流量,

在流量网络上#求使得流量./(0达到最大的可行流#称为网络
最大流问题,1233年开始研究#开辟了图论应用的新途径,

数 论

4数论5最古老的数学学科之一,是研究数的规律#特别是整数性质
的一门纯粹数学学科,古希腊人对数论的主要贡献是整数的整除
性理论#这是数论中最古老#最重要的部分之一#它的建立不晚于
公元前 3世纪末到 6世纪初,尼可马修斯的7算术入门8是数学史
上第一本数论书籍#它的大多数主题与欧几里得7原本8中关于数
论的部分相同,但风格迥异,该书总结了早期毕达哥拉斯学派的
有关论述#也提出了一些新理论#丢番图在7算术8中讲述了许多数
论命题#成了费马9欧拉9高斯等人研究数论的出发点,高斯的7算
术探讨8开始了现代数论,
数论按研究的方法又分成初等数论#解析数论#代数数论#超

越数论#几何数论#概率数论#堆垒数论等,
数论是一门高度抽象的纯粹数学学科#近来#随着计算机科学

及应用数学的发展#它的应用也日益广泛#如初等数论中的许多成
果应用于组合论#编码中#数论的许多深刻成果在近似分析9快速
变换等方面都得到应用,
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中国在数论研究上有悠久的历史!"周髀#中已有数论启蒙思
想!勾股定理即早期不定方程的研究!南宋秦九韶的解联立同余式
组方法早于欧拉$高斯五百年%在现代!著名数学家华罗庚是中国
解析数论的前驱!他的"数论导引#$"堆垒素数论#是世界有影响的
名著%在他的领导下!中国数论工作者做了大量工作!最突出的当
推陈景润在研究哥德巴赫猜想时的&’!()!它是目前这一工作的最
佳成果%

*初等数论+以整数的整除理论!不定方程!同余式等为主要研究内
容!以算术方法为主要研究方法的一个数论分支%近几十年来!初
等数论在计算机科学!组合数学!代数编码!信号的数字处理等领
域得到广泛应用%
整数的整除 整除是数论中一个基本概念!若 ,!-!.为整数!

且 ,/-.!称-整除,!记-0,!或说,被-整除%-称为,的一个因
数!,称为-的一个倍数%对于,!-!若不存在整数.使,/-.!称-
不整除,!记-1,%对于任意整数,!2’!2,是,的因数!称为,的
当然因数!若0-030,0!-0,!称 -为 ,的真因数%一个大于 ’的整
数!若只有当然因数!称为素&质)数!否则称为合数%整除有以下基
本性质4
&’)5,!2’0,!2,0,6
&()若 .0,!.0-!则 .0,2-6.07,89-!
.0,:!其中 7!9!:为任意整数6
&;)若 -0,!则0-0<0,0!特别!若 ,0-且 -0,!则0,0/0-0%
带余除法定理 ,!-是两个任意整数!-大于零!则存在两个

唯一的整数 =!>!使得 ,/-=8>!?<>3-成立!称 =为 -除 ,所得
的不完全商!>为 -除 ,所得的余数%利用带余除法定理可以对给

’??’数 学



定的两个整数 !"#"判断 #是否整除 !$
最大公因数 若 !"#"%是整数"%&!"%&#"称 %是 !"#的一个

公因数$若 ’是 !"#的一个公因数"且 ’是 !"#任意公因数的倍
数"称 ’是 !"#的一个最大公因数"若 !"#不全为 ("!"#的最大公
因数 ’必不为 ("若 ’)("记 ’*+!"#,"任意两个整数均存在最大
公因数"且+!"#,由!"#唯一确定$求两个整数的最大公因数"可以
累次利用带余除法"这种方法称为辗转相除法"是中国古代数学家
创造的一种方法+也称欧几里得算法,$辗转相除法还在求最小公
倍数-解一次不定方程-解一次同余式中有重要应用$若+!"#,*
."称!"#互素+质,"两个整数!"#互素"当且仅当存在整数/"0"使

!/1#0*.$若已知两个整数 !"#的典型分解式2!*34.5.64050"

#*3477.64070"58)("78)("48是素数"则+!"#,*4.9.64090"其中

9:*;<=+5:"7:,
最大公因数的概念及主要性质可以推广到 5个整数"5)>$
最小公倍数 若 !"#"%是整数"且 !&%"#&%"%是 !"#的一个

公倍数"若 %是 !"#的一个公倍数"且 %是 !"#任意公倍数的因
数"称 %是 !"#的一个最小公倍数"若 %?("记@!"#A$任意两个整
数均存在最小公倍数"且@!"#A由 !"#唯一确定"若 !"#全不为 ("

@!"#A* &!#&+!"#,$
若!"#有典型分解式!*345..64500"#*34B..64B00"

则@!"#A*4C..64C00$其中 C:*;DE+5:"B:,"最小公倍数的概念及主
要性质可以推广到 5个整数+5)>,$
算术基本定理 任意大于 .的整数 !均可唯一地表示为素数

的乘积"即若 !*4.64/*F.6F0"其中 48"F:均为素数"且 4.G4>G
6G4/"F.GF>G6GF0"则 /*0"48*F8".G8G/"上述表达式可以

写为!*4.5.645BB"48是素数"且48H4:"称为!的典型分解式$素数

>((. 思 想 与 学 术



作为整数分解的基本构件!有如下主要性质"#$%若&是素数!对任
意整数’!或#&!’%($!或&)’*#+%若&!,是素数!则&(,或#&!,%
($*#-%若&是素数!&)’.!且&/’!则&).0算术基本定理是整数理
论的重要定理!也称为整数的唯一分解定理0初等数论中不少结果
直接或间接与它有关0
筛法 数论中有广泛应用的一个初等方法!最早由古希腊厄

拉多塞提出!现在常称这种筛法为厄拉多塞筛法!具体做法是"写
出$到1的所有自然数!划掉$!第一个剩下的+是素数!划掉+的
倍数!#它们都是合数%!此时第一个剩下的 -是素数!划掉 -的倍
数#它们都是合数%22!如此下去划完为止0事实上!要求不超过

1的所有素数!只需在从 $到31的所有自然数中去筛0筛法之得
名来源于这个求素数的过程0现有的素数表多是利用上述筛法稍
加变化做出的0目前有了电子计算机!造出了更大的素数表0$455
年扎盖尔造出 $678$95的素数表!为目前较完善的一个0
早在公元前 -世纪!欧几里得就证明了素数有无穷多个!不仅

如此!一切 :1;$!<16$型的素数也有无穷多个0素数的分布是数
论中极富吸引力的重要问题之一!现有的结果是"$=$99间有 +7
个素数*$=+99间有 :<个素数!$=$999间有 $<>个素数!$99$=
+999间有 $-7个素数!+99$=-999间有 $+5个素数!-99$=:999
间有$+9个素数!:99$=7999间有$$4个素数!等等0若?#1%表示
大于 1的素数的个数!欧几里得指出@AB

CDE
?#C%(E!且 C越大!

?#C%
C
越接近 9!C越大!?#C%CF@GC

越接近 $0大约 $>99年!勒让得!高

斯猜测 @AB
CDE

?#C%
CF@GC($!$>4<

年阿达玛等人独立证明了高斯这一猜

测!这便是今日所说的素数定理0

-99$数 学



!不定方程"数论中有悠久历史的一个分支#内容丰富$指未知数个
数多于方程的个数#且它们的解受某种限制的方程%比如要求解是
整数或正整数&$讨论不定方程#即决定何时有解#解的个数以及求
出所有适合条件的解$古希腊丢番图所著’算术(一书中#讲了一些
具体不定方程的解法#内容丰富#方法巧妙#人们也称不定方程为
丢番图方程来纪念他$在丢番图以前#中国古代的’周髀算经(中已
有了不定方程$
二元一次不定方程 形如

%)&*+,-./0#其中*#-#0是给定整数#*-012的方程$%)&有整
数解3%*#-&40$若%*#-&/)#%+2#.2&是%)&的一个解#则%)&的解
集为5+/+2,-6#./.27*646为任意整数8$
三元一次不定方程 形如

%9&*+,-.,0:/;#其中 *#-#0#;是给定整数#*-0;12的方程$
若%*#-#0&/)#%*#-&/<#*/*)<#-/-)<#%+2#.2#:2&是%9&的一个
特解#则%9&的解集为5+/+2,-)6)7=)069#./.27*)6)7=9069#:/

:2,<694=)#=9满足 *)=),-)=9/)#6)#69为任意整数8$

>%?9&元一次不定方程 形如

%@&*)+),A,*>+>/;#其中 *)#A#*>#;是给定整数#*)A*>12
的方程$%@&有整数解3%*)#A#*>&4;$
佩尔方程 形如 +97B.9/C)的二元二次不定方程#有时

+97B.9/CD的二元二次不定方程也称佩尔方程$
对于佩尔方程%)&E+97B.9/)#若 B是非完全平方的正整

数#则%)&有无穷多组整数解#并且#若 +927B.92/)#+2F2#.2F2#

且满足对%)&的任一解%+#.&#+F2#.F2#+2,.2GBH+,.GB#
称%+2#.2&为%)&的基本解#则%)&的任一解%+#.&满足 +,.GB/
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!"#$%&$’()*+其中 *是某一整数+并且对任一 *+上面所得"#+
&)均是",)的解-
勾股数"商高数) 是不定方程 #.%&./0.的正整数解+也为

最早的二次不定方程-#.%&./0.满足"#+&)/,+
.1#+#+&+02$的全部整数解可表为

#/.34+&/3.54.+0/3.%4.+
其中3242$+3+4奇偶不同+且"3+4)/,-中国古代6周髀算经7一
书中已提到8故折矩以为勾广三+股修四+弦隅五9-这说明":+;+
<)是一个解+它是勾股定理最有名的一组正整数解-6九章算术7中
给出了"<+,.+,:)+"=+,<+,>)+">+.;+.<)+".$+.,+.?)等八组勾股
数+,=;;年+清朝陈杰在6算法大成7中将 #.%&./0.的正整数解
做了归纳+,?$@年黄宗宪在6悯笑不计7一书中+有8三角垛堆整数
勾股术9+写出了关于勾股正整数解的通式-
不定方程组 求若干个不定方程的公共解称为解不定方程

组-*元一次不定方程组问题可由消元法化为一次方程求解-8五
家共井9A8百鸡问题9都是中国最古老的不定方程组问题-

B同余式C同余是数论中一个重要的概念+它是整数集的一个关系-
3+4是两个整数+D是一正整数+若 D1354+称 3与 4模 D同余+
记3E4"FGHD)-同余是一个等价关系+具有自反性A对称性A传递
性-同余有以下主要性质I
若3,E4,"FGHD)+3.E4."FGHD)+则 3,!3.E4,!4."FGHD)J
若3E4"FGHD)+K2$+则 K3EK4"FGHD)J
若3E4"FGHDL)",MLM*)+则 3E4"FGHND,+O+D*P)+"ND,+O+
D*P表 D,+O+D*的最小公倍数)J
若3E4"FGHD)+Q2$+Q1D+则 3E4"FGHQ)J

<$$,数 学



若!"#$%&’()*+正整数*则 !+"#+$%&’(),
若!-"#-$%&’()*且$-*()./*则 !"#$%&’(),

若!-"#-$%&’()*而$-*().01/*则 !"#$%&’(0)
等2

利用同余的性质可以简化求余数的计算得到整数整除的某些判别

法2关于整数整除的某些判别法*有3
若一个数 +的末位数字为偶数*则 45+,
若一个数 +的末位数字为 6或 7*则 75+,
若一个数 +的末两位数被 8整除*则 85+,
若一个数 +的末两位数被 9整除*则 95+,
若 +.!(!(:/;!4!/是一个 (位数*因为 /6"/$%&’<)*所以

+"!(=!(:/=;=!/$%&’<)*同样*由 /6"/$%&’>)*所以 +"!(
=!(:/=;=!/$%&’>),
若 +.!(!(:/;!4!/*令 ?.!4!/=!@!7=;*A.!8!>=!9!B=;*

因为 /66"/66>";"/664C=/":/$%&’/6/)*/664"/668";"

/664C"/$%&’/6/)*所以 +"?:A$%&’/6/)2
若 !#.-*则 !#"-$%&’()*利用它*可以得通常验算的弃九*

弃十一法等2
一个整系数多项式 D$E).!6=!/E=;=!+E+*(是一正整

数*称D$E)"6$%&’()为模 (的同余式*若 !+F6$%&’()*称 +
为这个同余式的次数*若存在整数 !*D$!)"6$%&’()*则称 E"!
$%&’()为这个同余式的一个解*讨论同余式的目的*即判断是否
有解*有解时求出所有解来2
若 !F6$%&’()*形如 !E"#$%&’()的同余式称一元一次同

余式*!F6$%&’()G!E"#$%&’()有解H$!*()5#*有解时*有

$!*()个模 (互不同余的解2若$!*().01/*且若 E6是该同余
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式的一个解!则 "#!"#$%&!"#$
’%
&!(!"#$

)&*+,%
&
为模 %互

不同余的全部解-
若./0#)123%,!.+"+$.’"’$($.4"456)123%,称 4元

一次同余式!.+"+$($.4"456)123%,有解7).+!(!.4!%,86!
有解时!有 %4*+).+!(!.4!%,个模 %互不同余的解-对于高次同
余式!若 %9%+%’!且)%+!%’,9+!则 :)",5#)123%,有解7:
)",5#)123%/,/9+!’!有解!若 :)",5#)123%,的解数为 ;
)%,!则;)%,9;)%+,$;)%’,-拉格朗日亦证明了模素数<的4
次同余式 :)",5#)123<,最多有 4个解!特别 "<*"5#)123<,
恰有 <个解-
费马小定理 <是素数!<=.!则 .<*+5+)123<,-也可叙述为

若<是素数!.是任一整数!则.<5.)123<,-这个定理可用来简化
求余数的计算!也可用来判定一个数是否合数等等!应用很广泛!
因此是数论的一个重要结论-
威尔逊定理 若<是素数!则)<*+,>5)*+,)123<,-它的

逆命题也是成立的!即若 4是大于 +的整数!)4*+,>5)*+,
)1234,!则 4是素数!这个定理给出了一个判别整数 4是否素数
的重要条件!理论上十分重要!但当4充分大时!计算量太大!无实
用价值-
剩余类与完全剩余系!简化剩余系 给定正整数%!可将整数

集 ?分成 %个子集!令@/A表示被 %除余数是 /的整数的集合!则

?9@#AB@+AB(B@%*+A!@/A称模 %的一个剩余类!@/A中任二
整数模%同余!不在同一类的任二整数模%不同余!对给定%!模

%的剩余类共 %个!从每一类取一个数!这 %个数称以 %为模的
完全剩余系!常取C#!+!(!%*+D-在与 %互素的各类中各取一
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数!所得"#$%个数称以 $为模的简化剩余系!如 $&’!()!*!+!
,-为模 ’的完全剩余系!模 ’的简化剩余系为(*!,-.
二次剩余 $为正整数!/是整数!#$!/%&*!若 0+1/

#234$%有解!称 /对模 $二次剩余!否则称 /对模 $二次非剩
余.两个二次剩余#或二次非剩余%之积仍二次剩余!一个二次剩余
与一个二次非剩余之积为二次非剩余.若 5是奇素数!欧拉给出6
若#/!5%&*!则 /是模 5的二次剩余的充要条件是 /

57*
+ 1*

#2345%!/是模 5的二次非剩余的充要条件是 /
57*
+ 1#7*%

#2345%.由此知在模 5的简化剩余系中恰有57*+
个二次剩余!它

们是6*+!8!#57*+ %
+#2345%!有57*+

个二次非剩余.当5较大时!

欧拉判别条件不便使用.
设 5是奇素数!/是整数!令

/9 :5 &
*! /是模 5的二次剩余;

7*! /是模 5的二次非剩余;<

=

> )! 5?/.

称 /=
>

@

A5
为 /对 5的勒让得符号!利用 /

=

>

@

A5!
易知 0+1/#2345%是否

有解.勒让得符号有以下性质6
B=
>

@

AC1 B
C7*
+ #$DEC%;

若 /1/*#2345%!则 /
=

>

@

A5&
/*=

>

@

A5;

B*B+8BF=

>

@

AC & B*=

>

@

AC
B+=

>

@

AC 8
BF=

>

@

AC ;

+=
>

@

A5&#7*%
5
+
7*
G

若 5!H是不同的奇素数!则 H
=

>

@

A5&#7*%
57*
+ I

H7*
+
5=
>

@

AH!
称为二次反转

G))* 思 想 与 学 术



定律!这个定律首先由高斯给出严密证明"二次反转定律是同余式
中一个基本结果!高斯誉它为算术中的宝石!利用勒让得符号可判
断 #$%&’()*+,是否有解"

-特殊类型的数.一些具有特殊性质的数"若正整数 /的一切小于
自身的正因数之和恰为 /!称 /是完全数"公元前 0世纪!毕达哥
拉斯首先接触完全数问题"欧几里得证明了若+!$+12是素数!则

$+12’$+12,是完全数"两千年之后!欧拉证明了每个偶完全数都有
上述形式"这样!求偶完全数问题!归结为求 $/12是素数的问题

’$/12是素数!必有 /是素数,!+3$!4!5!6时!对应的 0!$7!
890!72$7是 8个完全数"目前所知的完全数均为偶完全数!并且
这些完全数与莫森素数有关!若$+12是莫森素数!则$+12’$+12,
是偶完全数!反之亦真"关于完全数的两个尚待解决的难题是:是
否存在奇完全数以及是否存在无穷多个偶完全数"
一对正整数 (!/!若它们彼此等于对方的所有因数’不含本

身,之和!称(!/是一对亲和数"毕达哥拉斯给出了第一对亲和数

$$;和 $78!事实上!$$;的所有因数为 2!$!8!5!2;!22!$;!$$!88!
55!22;!其和为 $78!$78的所有因数为 2!$!8!62!28$!其和为

$$;"笛卡儿给出了求亲和数的一个规则:设有以 $为底的一个乘
幂!如果它的4倍减2!0倍减2!以及它的平方的27倍减2都是素
数!则令最后一个素数乘以所设 $的乘幂的 $倍!即得亲和数中的
一个!华林也给过求亲和数的公式!目前!已知道一千对以上的亲
和数"
若 +是素数!称 $+12为莫森数!若它是素数!称莫森素数!此

数常记为 <+!当 <+是莫森素数时!2$<+’<+=2,是偶完全数!所
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以莫森素数与偶完全数间有一一对应!至今所知最大莫森素数是

"#$%&’$(莫森素数是否有无穷多个!是数论的又一难题!通过发现
莫森数!可以达到发现已知最大素数的目的!因此!引起数学家的
兴趣(莫森素数有以下性质)
若 *是奇素数!+,"*!则存在 -!+.#-*/$0
若 *.12/3!*是素数!#*/$.12/4是素数5#*/$,"*(
形如 ##

2

/$的正整数称费马数!记为 62!其中 6&.3!6$.7!
6#.$4!63.#74!61.%7734都是素数!$%1&年费马曾猜想!一切
费马数都是素数!但 $43#年欧拉指出 %1$,67067.%1$8
%4&&1$4!从而否定了费马的这个猜想(但究竟有多少费马数是素
数!是有限个还是无限个9是否有无限多个费马数是合数9这些问
题都是没有解决的难题(已经知道了 1:个费马数不是素数!6$4究
竟是素数还是合数尚不得而知(费马数与尺规作图问题有关!高斯
证明了!若 62是素数!则正 62边形能用尺规作出(

;数论函数<定义在整数集或自然数集上的实或复值函数!又称算
术函数!常见的有)
欧拉函数 从 $到 2中与 2互素的整数个数!记 =>2?!若

>@$!@#?.$!则 =>@$@#?.=>@$?=>@#?!若 *是素数!则 =>*?.*
A$!一般!若 2.*$-$B*C-C>-DE&!*D!*F互不相同?!则 =>2?.2>$

A$*$?B>$A
$
*C?(

除数函数 正整数2的正因数个数!记G>2?(G>2?.H
G,2
$!如

G>$?.$!G>#?.#!G>1?.3!G>*?.#!B0若 2.*-$$B*-CC!则G>2?
.>-$/$?B>-C/$?(
除数和函数 也称因数和函数!指正整数 2的所有正因数之
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和!记

"#$%!"#$%&’
()$
(!"#*%&*!"#+%&,!"#-%&.!"#/%&/0*!1!若

$&/2**1/233!则 "#$%&
/2*0** 4*
/*4*1

/230*3 4*
/34*5

麦比乌斯函数 正整数 $的麦比乌斯函数记为 6#$%!

6#$%&

*! $&*7
#4*%8!
$是 8个不同素数之积7
9! $被素数平方整除

:

;

< 5
6#+%&4*!6#-%&9!6#/%&4*!15
可乘函数 以自然数集为定义域的函数 =!若满足>#*%?@!

=#@%A9!#+%若#@!B%&*!则=#@B%&=#@%C=#B%!上述数论函数均
为可乘函数5

D几个著名猜想E数论的几个著名难题!被称为数学皇后皇冠上的
明珠!这些难题叙述清楚!简单易懂!即使外行人也很容易理解!然
而它们又都是非同一般的数学难题5要解决它们!不但要有深广的
数学知识做基础!而且还需把现有的理论和方法用出新水平!并创
造新理论发现新方法!因此!对这些问题的研究!推动了数学多分
支的发展5
费马猜想 大约在 *F,.年!费马在阅读丢番图著G算术H一书

的拉丁文译本时!读到第I卷第八命题J将一个平方和分为两个平
方数K!在书的页边空白处写了一段话!意思是说J将一个立方数分
成两个立方数!一个四次幂分成两个四次幂!或者一般地将一个高
于 +次幂分成两个同次的幂!这是不可能的!关于此!我确信已发
现了一种奇妙的证法!可惜这里的空白太小!写不下K5用现代数学

**9*数 学



语言叙述!费马猜想是说!"#$时!方程 %"&’"()"没有正整数
解*
费马猜想又常称费马大定理!要证费马猜想是对的!只需证明

%+&’+()+及,是奇素数时%,&’,(),均无正整数解*费马说!他
用无穷递降法证明了前者*-./.年!贝西也对 "(+给出了证明!
欧拉对 "(0!+都给出了证明!此外勒让得与狄利克雷对 "(1给
出了证明!-2世纪中期!库默对"3-445除 0/!12!./外6的奇素数
给出了证明*-247年!德国数学家佛尔夫斯克尔遗言!将 -4万马
克奖给第一个证明费马大定理的人*从费马提出这一猜想至今!已
过去三个半世纪!问题仍未解决*近年来主要结果有8

5-6-2//年瓦格斯塔夫证明了!对于每一个素数 ,3-$1444!
费马定理都是对的*

5$6-270年!伐尔廷斯证明了 -2$$年英国数学家莫德尔提出
的猜想8如果 95%!’6为有理多项式!代数曲线

95%!’6(4的亏格:$!则 95%!’6(4至多只有有限多个有理解*
这保证!":+时至多只有有限个 "使 %"&’"()"有整数解*

506-271年!爱德列曼和海斯;布朗用解析数论的方法!证明
了存在无穷多个素数 ,!使不存在整数 %!’!)!满足 %,&’,(),成
立!,<%’)*

5+6-220年 .月 $0日英国数学家 =>?@ABC在剑桥大学牛顿
数学研究所做题为D模形式!椭圆曲线和伽罗瓦表示E的学术报告*
最后宣布D我证明了费马猜想E*有关专家和权威人士的初步反映
大都持肯定态度*
哥德巴赫猜想 -/+$年 .月!哥德巴赫在与欧拉的通信中提

出的关于素数的一个著名猜想!它包含两个问题8
问题 -8是否每一个不小于 .的偶数均可表为两个奇素数之

$-4- 思 想 与 学 术



和!
问题 "#是否每个不小于 $的奇素数均可表为三个奇素数之

和!
%$世纪结束时&猜想的研究只限于具体的验证工作’现在已

知&(()%*+以内的偶数都是对的’从而相应的奇数也有同样结
论’%$(,年&苏联数学家维诺格拉朵夫创造了-三角和方法.&第一
个证明了当奇数 /充分大时&问题 "成立&这个事实称哥德巴赫0
维诺格拉朵夫定理&也简称维氏定理’问题 %的研究要困难得多’
"*世纪 "*年代以后&特别是 +*年代取得一系列进展#%$"*年&挪
威布龙证明了每一个充分大的偶数都可表为两个数之和&其中每
一个均不超过 $个素因数之积&常记为1$&$2’%$"3年&德国雷特
马赫证明了1,&,2&%$("年&英国埃斯特曼证明了1+&+2&%$(45
%$3*年&原苏联布赫夕太勃证明了16&62&13&32&中国数学家王元
先后于 %$6+7%$6,7%$+"年&证明了1(&32&1(&(2&1"&(2&1%&32&中
国另一位数学家潘承洞于 %$+"7%$+(年先后证明了1%&62&1%&32&
%$+6年&布赫夕太勃证明了1%&(2&%$++年&中国著名数学家陈景
润得到1%&"2&于 %$,(年正式发表’这是目前最好的结果&被命名
为陈氏定理’但距问题的解决仍有漫长之路’这里值得特别提起
的是&中国数学家在这个著名数学难题的研究中&有着突出的贡
献’早在 %$(4年&著名数学家华罗庚就证明了几乎所有偶数都能
表成两个奇素数之和&%$3%年&他对维氏-三角和方法.做了非常
深刻的研究和改进&并对维氏定理做了重要推广’华罗庚证明了每
一个充分大的奇数 /&皆可表为三个奇素数的 8次方之和#/9:8%
;:8";:8(&8为任意给定的正整数&维氏定理即 89%时的特例’
孪生素数猜想 若 :&:;"都是素数&称为一对孪生素数&记

作1:&:;"2’孪生素数猜想认为有无穷多对孪生素数&这是至今

(%*%数 学



未解决的一个难题!已知"#$以内共有"%%&对孪生素数’"#(以内
共有 )"(&对’"#*以内共有 +&%&$#(对!"*)*年发现了三对最大
的孪生素数,((+---.%-($#/"’$-"+#$.%--#"/"’"-#($*$.%""%+$

/"’关于这个问题’目前最好的结果是中国数学家陈景润得到的,
存在无穷多个素数 0’使 01%为不超过两个素数之积!
从筛法来看’孪生素数猜想与哥德巴赫猜想是两个难度相当

的姐妹问题!

2代数数论3数论中研究代数数域和代数整数的一个分支!它的形
成和发展主要由于不定方程的推动’起源于费马猜想’高斯和库默
为两位主要的开拓者’高斯复整数理论的建立是代数数论发展方
向上的一个阶段!库默把高斯的理论推广到代数数’进而建立理想
数的理论’为代数数论的产生奠定了基础!他证明了对于"##以内
的奇素数’除 +-4$*4(-外’费马猜想都是对的’由此将数论的研究
推到一个崭新阶段’出现了代数数论!继库默之后’对代数数论做
出重大贡献的是希尔伯特’他的5数论报告6总结了直到库默4迪德
金的研究成果!"*##年在第二次国际数学家大会上’希尔伯特提
出了著名的%+个问题’其中*7"%属于代数数论!目前’代数数论
已成为数学中内容异常丰富的分支’是研究不定方程的主要工具!
代数数论越来越深入地运用到计算机科学4信息科学等应用学科
中!

2解析数论3以分析方法为研究工具的数论分支’")世纪欧拉奠
基’起源于素数的分布’哥德巴赫猜想等著名问题!解析数论是解
决数论中艰深问题的强有力工具’陈景润正是运用了深刻的解析
方法’对筛法做了重要改进’从而证明了哥德巴赫猜想的8"’%9!解
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析数论的方法主要有复变积分法!圆法!筛法及指数和方法等"在
数论中有这样一些问题#尽管问题本身不涉及分析概念#但若不应
用分析方法#就解决不了#如华林问题等#也有些问题可以不利用
分析方法#但若应用分析方法证明#结果可以更深刻#或证明更简
单#如整数分拆#当然也有的问题本身必须用分析方法才能表达清
楚"

$概率数论%始于 &’&(年哈代等人关于数论函数 )*+,的研究#这
里)*+,表示 +的不同的素因数的个数-坐标为整数的点称整点#
全部整点构成空间格网#以空间格网为基本研究对象的学科称几
何数论#它由德国数学家闵可夫斯基等人开创-堆垒数论又称加性
数论#是数论的一个分支#整数的分拆是它的一个基本问题#如平
方和问题!哥德巴赫猜想问题等#是堆垒数论研究的著名问题-超
越数论是目前活跃的一个数论分支#它是以超越数为研究对象的
数论分支#若复数 .是某个有理系数多项式的根#就称 .为代数
数#否则 .称超越数"

数和多项式

$数系%数是现代数学的基本概念之一"历史上它随着人类生产生
活的实际需要逐步形成"若数集/是0的扩集#数的扩张原则是1
*&,在 /中#0的元素间的基本运算及关系与在 0中的一致-*2,
某些在 0中不可行的运算在 /中可行-*3,同构意义下#/是满足

4&5&数 学



上述条件的 !的最小扩集"
自然数系的建立是在一些原始概念和公理的基础上进行的#

根据所选概念与公理的不同#有不同的方法"可用基数理论及序数
理论建立自然数"基数理论以原始概念$集合%为基础#称一切非空
等价集合的共同特征的标志为基数#有限集合的基数称自然数"序
数理论是由$集合%&$后继%两个概念及皮亚诺公理定义的’
设 ()*#存在 (+(的一个$后继%映射,#-./(#.0表示

.的象#称 .0为 .的后继#满足以下公理’123(中存在 2#-./(#

.0)24153(中每个元有且仅有一个后继4163-.0)2/(#78.#

.+.04193归纳公理’:;(#若<2/:#=当 ./: 时#有 .0/
:#则 :>("此时称 (是自然数系#(中元素称自然数#归纳公
理是数学归纳法的理论基础"
自然数的加法#指 (?(+(的映射 @#满足123@11.#233>

.0#即 .A2>.0#153@11.#B033>@11.#B330#即 .A1BA23>1.A
B3A2"加法满足结合律#交换律4自然数的乘法#指 (?(+(的
映射 C#满足123C11.#233>.#即 .?2>.#153C11.#B033>C11.#
B33A.#即 .1BA23>.BA.#乘法满足结合律#交换律#并且乘法
对加法满足分配律"自然数的运算是一切数系运算的基础"
自然数可以定义大小’对 .#B两个自然数#若存在自然数 D#.

>BAD#称 .EB1BF.34若存在自然数 G#B>.AG#称 BE.1.F
B3"任意两个自然数 .#B#.>B#.FB和 BF.有且仅有一个成立"
此谓自然数的三歧性#并且若 .F1E3B#BF1E3H#则 .F1E3H#
称$F%1$E%3有传递性"
利用自然数及其相反数&I#可得整数集#它是含有自然数集的

最小数环#我们也可以由自然数集(#利用前面的扩张原则得整数
集"
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有理数集由全体整数!分数组成"它是最小的数域"记#"也可
以利用扩张原则得到$
无限不循环十进小数称无理数"有理数!无理数统称实数$另

一种定义是称含 #为子域的最小的连续域为实数域"在同构意义
下是唯一的"记%$无理数产生于度量的需要"&’世纪 ()年代"随
着数学分析的发展"实数成了主要研究对象$迪德金!康托尔等人
分别建立了实数理论"尽管形式不同"但彼此同构$
复数系是数系的最后一次扩充"这次扩充产生于要求 *+,&

-)有解$&.世纪"卡当在解一元三次方程时"遇到了负数开方问
题"人们认为没有实际意义"不予承认"取名虚数"有虚幻之意$&/
世纪后期"欧拉引入 0"规定 0+-1&$复数的表示法很多"常用 2,
30表示"2"34%5也利用复数与实平面上点的对应"记2,30为62"
375复数的三角表示形式给出了复数在平面上的位置"且乘!除法
有简单公式"计算简便$若 8-96:;<=,0<>?=7"@-9&6:;<=&,
0<>?=&7"则 8@-99&6:;<6=,=&7,0<>?6=,=&77"8A@-9A9&6:;<6=1
=&7,0<>?6=1=&775复数还有指数表示 96:;<=,0<>?=7-9B0=$复数
集记 C"较之以前数集之一大不同是无序性"即在 C中无法定义

DEF"使满足6&7G2"34C"2-3"2E3"3E2有且仅有一个成立5
6+7若2E3"3EH则2EH56I7若2E3"GH"则2,HE3,H56J7若2
E3")EH"则 2HE3HK

&/.&年"威尔斯特拉斯证明了不存在比复数集更大的数集仍
满足数的加乘运算的五算律$

L数环与数域MN是一个非空数集"若G2"34N"都有 2O3"234N"
则称 N是一个数环$若 P是一个非零数环"且G2"34P"3Q)有

2A34P"称 P是一个数域$最小的数域为 #"且任何数域均包含

(&)&数 学



!"#是最大数域$数域有无穷多个$

%四元数&’"(")"*+,"形如 ’-(.-)/-*0的数$设 12’-(.-)/
-*0"32’4-(4.-)4/-*40"则 1235’2’4"(2(4")2)4"*2
*461-327’-’48-7(-(48.-7)-)48/-7*-*48061与 3相乘
时"利用分配律及 .92/92092:;"./2:/.20"/02:0/2."0.2
:.02/"这表明乘法不满足交换律$全体四元数记作 <"对上述
加=乘作成除环7参见>环与代数?8$四元数由哈密顿发现"对代数
学具有不可估量的重要性"在此之前扩充数的过程中"运算都满足

@个算律"现在发现了乘法不可交换的数系"因此人们思想大为解
放"A元超复数相继出现$四元数的发现"推动了线性代数对向量
的研究$四元数除环还可以表为

B97#8的子环 <;"

C;2
D E

: EF
G

H

I

JDK
L
G

H
M
I

J
ND"E+ O"

也可表为四元实数组集 <9"
C92 P7Q;Q9QRQS8NQT+ UV"

此时若 127’;’9’R’S8"327(;(9(RW(S8+<9"1-327’;-(; ’9
-(9 ’R-(R ’S-(S8"1327’;(;:’9(9:’R(R-’S(S ’9(;-’;(9
:’S(R:’R(S ’;(R-’9(S-’R(;-’S(9 ’9(R-’;(S:’R(9:’S(;8"
且 <"<;"<9是同构的$

%进位制与换算&通常使用十进制"逢十进一"但也有其他进制"如

;小时2XY分";分2XY秒"即六十进制"在计算机上则多用二进
制"这是由于二进制在电气元件中容易实现"且运算也简单$
一个正数都可表为有限或无限小数"各数字的值与所在位置
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有关!若 "是一个正数#"$"%"%&’("’")*"&’"&+(#",#"&-./)#’#
(#01#"可改写为 "$"%2’)%3"%&’2’)%&’3(3")2’))3"&’2
’)&’3(这是按十进制写的#记为 "4’)5!
不同的进位制之间可以互相换算#对于十进制与二进制#若

"4’)5$")2+%3"’2+%&’3(3"%2+)#则 "4’)5$4")"’("%54+5!于是
对于 "4’)5#用 +累次去除#将所得余数从后往前书写#即为 "4+5!例

"4’)5$’0#64’)5$’7#可得’04’)5$4’)’’’54+5#’74’)5$4’’’)54+5!若8
$4")"’("%54+5#则 84’)5$")2+%3"’2+%&’3(3"%!
一般可引入 9进制#常用的 9为 ’)#+#:#’;等等#若 "495$

"%"%&’(")#则 "4’)5$"%29%3(3")!

<一元多项式=>是数域#?是文字#形式表达式 ")3"’?3(3

"%?%$@
%

,$)
",?,称为 >上 ?的多项式#常记

A4?5#B4?5#(#其中 %是非负整数#",.>!

若 A4?5$@
%

,$)
",?,#

且 "%C)#称 A4?5为 %次多项式#记 D4A4?55$%#",?,称 ,次项#两
个多项式仅当它们至多差一些 E?,项时被认为是相等的#若 A4?5

$@
%

,$)
",?,#B4?5$@

F

,$)
6,?,4%GF5#称

@
%

,$)
4",36,5?,3@

F

-$%3’
6-?-为 A4?5与B4?5的和#记 A4?53B4?5!令

HI$@
,3-$J
",6-#EGJG%3F#称@

%3F

J$)
HI?J为A4?5与 B4?5的积#记 A

4?5B4?5!>K?L表示 >上 ?的全体多项式的集合!>K?L对上面
的加法M乘法做成环4参见N环与代数O5#称为 >上 ?的一元多项

0’)’数 学



式环!作为代数系"#$%&与 ’都是唯一分解整环(参见)环与代
数*+!对 #$%&可以讨论多项式的整除"得到与算术基本定理平行
的唯一分解定理,#上 %的任一个次数大于零的多项式可以分解
成不可约因式之积"且分法本质唯一"不可约多项式在 #$%&中作
用与素数在 ’中作用相当(参见)初等数论*+!

若 -(%+./
0

1.2
31%14#$%&"54#"称/

0

1.2
3151为 %.5时 -(%+的

值"记

-(5+"若 -(5+.2"称5是-(%+的一个根"也称5是方程-(%+.2的
一个解!求多项式的根可用综合除法,设-(%+.32%0637%08769
63087%630"-(%+.(%85+:(%+6;"其中 :(%+.<2%0876<7%08=

696<087"比较等式两端可得,
<2.32"<7.5<2637"<=.5<763="9"<087.5<08=63087";.5<087
630"通常利用如下格式求 <1,

5 32 37 3= 99 3087 30

6 5<2 5<799 5<08= 5<087

32.<2 <7 <= 99 <087 ;

5是 -(%+的根>";.2!
代数基本定理指出"任一个数系数的 0(?2+次多项式在复数

域 @中至少有一个根"从而任一个数系数的 0次多项式在 @中有

0个根(A重根按 A个计+"在寻求 B次及 B次以上方程解的过程
中"这个定理首先被高斯证明(7CDD年+"他的证明方法对数学中
有关存在性的证明给了新的思路"意义深远!利用代数基本定理不
难得出"@上不可约多项式均为一次的"因而每一个复系数多项式
的典型分解式为 3(%857+A79(%85E+AE形式!
实系数多项式非实复根成对出现"即若F.36<1是实-(%+的
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根!则"#$%&’(也是)*+,的根-换言之!.上不可约多项式只有一
次或有一对共轭复根的二次的!一个 /次实多项式不可约0判别
式 123-因而实多项式的典型分解式为

%*+&45,657*+&48,68*+/9%5+9’5,:57*+/9%;+9’;,:;!其中 +/

9%(+9’(在 .上不可约-
有理数域<上多项式的情况要复杂!但<上多项式的可约问

题可归结为 =上多项式的可约问题!且 <上多项式的求根问题可
归结为 =上多项式的求根问题-艾森施坦因判别法指出>对于整
系数多项式

)*+,$%39%5+979%?+?!若存在素数 @!使得*5,!@A%?!*/,@B%(!
(C?D*E,@/A%3!则)*+,在<上不可约-这样!对任意?!+?9/均为

<上不可约多项式!但这个条件不是必要的-若整系数多项式 )

*+,$%3+?979%?有有理根 "$FG!
则 GB%?!FB%3!特别!首 5的整

系数多项式的有理根均为整数!有理多项式的无理根成对出现!即
若

%9’H@是有理多项式 )*+,的根!则 %&’H@也是-
若 )*+,$+?9%5+?&5979%?是 I上多项式!在 J中有根

"5!"/!7!"?!则根与系数间有如下关系>
"5979"?$&%5
"5"/979"?&5"?$%/
"57"?$7*&5,?%?

也称根与系数的韦达定理-
实际问题中常遇到实系数多项式实根的近似计算!笛卡儿符

号法则指出!若 )*+,$K
?

($3
%(+(中系数 %3!%5!7!%?的变号数为 8!

则 )*+,正实根个数或为 8或比 8少一个正偶数!但无法判定 )*+,

5/35数 学



是否有正实根!另一个行之有效的方法由施图姆给出"令 #$%#
&’()#*%#+&’()作序列 #$)#*),#-使得

#$%#*.*/#0
#*%#0.0/#1&其中/#2为 #2/*除 #2/0所得余式(

3
#-/0%#-/*.-/*/#-
#-/*%#-.-

称 #$)#*),#-为 #&’(的施图姆组)456且 #&4(7$)#&6(7$时)#
&’(在84)69根的个数等于施图姆组的变号数 :&4(/:&6()这样)
当 #&’(有实根时)可求得若干区间)在每一区间)#&’(恰有一个
根)利用秦九韶法;牛顿法;二分法;线性插值法等可求得满足一定
精确度的根的近似值!
对于给定数域 <)=次多项式#&’(在 <中至多有 =个根&>重

根按 >个计()由此)若 #&’()?&’(@<8’9)次数不超过 =)且存在
多于 =个 A2@<)使 #&A2(%?&A2()那么 #&’(与 ?&’(是两个相等的
多项式)由此)对 <中任意 =B*个不同的数 42及任意 =B*个数

62&2%*),)=B*()拉格朗日给出了插值公式"
#&’(%

C
=B*

2%*

62&’/4*(,&’/42/*(&’/42B*(,&’/4=B*(
&42/4*(,&42/42/*(&42/42B*(,&42/4=B*(

满足 #&42(%62)*D2D=B*!利用这个公式及已知数据)可求得一
个近似的多项式)在实际问题中有一定用途!
在初等代数中)多项式常看成是函数)因为 #&’(%?&’(EFA

@G)#&A(%?&A()但当考虑一般域上的多项式时)多项式与多项式
函数未必一致)所以在一般域上讨论时)多项式定义为形式表达
式!

00$* 思 想 与 学 术



!多元多项式"#上 $%&’&$(的形式表达式称 #上一个 (元多项

式&常记)
*%&’*(

+*%&*,’*($
*%%$*,,’$*((&简记 -.$%&’&$(/&0.$%&’&$(/或

-&0&’1+*%&*,’*($
*%%$*,,’$*((&称 -.$%&$,&’&$(/的一项&+*%*,’*(称该项

的系数&*%2*,2’2*(称该项的次数&若 -.$%&$,&’&$(/34&它
的各项次数的最大者称这个多项式的次数&记为

5.-.$%&$,&’&$(//&
若 -.$%&$,&’&$(/的每项次数均为 6&称 -.$%&$,&’&$(/为 6次
齐次多项式或6次齐式1两个6次齐式之和或为零或为6次齐式&
两个齐式之积仍为齐式&其次数为两个齐式次数之和1
对于项

+$6%%$6,,’$6(( .%/&

7$8%%$8,,’$8(9 .,/&
若

6%:8%&6,:8,&’&69;%:89;%&69<89
称项.%/先于项.,/&这种排列多项式的方法称多项式的字典排法&
是多元多项式常用的表示法&每个多项式按字典排法有唯一的表
达式&排在第一项的称多项式的首项&两个多项式乘积的首项等于
各多项式的首项之乘积&对于一元多项式&字典排法即降幂排法&
首项就是最高次项&对于 (<%时的 (元多项式&首项未必是最高
次项&如 -.$%&$,/:$%2$=,&首项是 $%&最高次项是 $=,1
多元多项式中最重要的是对称多项式1对任一个(元排列*%&

*,&’&*(&-.$%&$,&’&$(/:-.$*%&$*,&’&$*(/&称

-.$%&$,&’&$(/为 (元对称多项式1
>%:$%2$,2’2$(

>,:$%$,2$%$=2’2$(;%$(

=,4%数 学



!

"#$%&%’(%#
称作初等对称多项式)每一个 #元对称多项式均可以唯一地表为
初等对称多项式的多项式*这个事实称对称多项式的基本定理*
若 +,%-$./%#0.&%#1&0(0.#在 2中的 #个根为 3&)3’)(

3#)称

.’#1’/ 4
#56785&

,36138-’

为 +,%-的判别式)记作 9+)它是 3&)3’)()3#的对称多项式*

+,%-有重根当且仅当 9+$/*
利用结式与判别式的关系可以由 +,%-的系数表示 9+)若 +

,%-$./%#0.&%#1&0(0.#):,%-$;/%<0;&%<1&0(0;<)称

<0#阶行列式
./ .& .’ ( ( .#

./ .& .’ ( ( .#

( ( ( ( ( (

./ .& .’ ( ( .#

;/ ;& ;’ ( ;<

;/ ;& ;’ ( ;<

( ( ( ( (

;/ ;& ;’ ( ;<

为 +,%-)=:,%-的结式)记>,+):-)有

>,+):-$,1&-<#>,:)+-

>,+)+?-$,1&-
#,#1&-
’ ./9)从而

9$,1&-
#,#1&-
’
&
./>,+)+?-

一元二次多项式 +,%-$.%’0;%0@的判别式 9$;’1A.@
即由此而得*
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线 性 代 数

!线性代数"代数学的基础分支#以行列式$矩阵$线性方程组$向量
空间$线性变换$二次型等为主要研究内容#对线性方程组$线性变
换$二次型的讨论$均借助它们的矩阵表示$转化为矩阵问题讨论#
线性代数也称一次代数$在数学各分支及众多学科都有广泛的应
用#

!行列式"重要的数学概念和工具之一#用符号

%&

’(( ’() * ’(+
’)( ’)) * ’)+
* * * *
’+( ’+) * ’++

&,’-.,+

表示的一个数$它的值为

/
.(.)*.+

01(23’(.(’).)*’+.+$其中.(.)*.+是+元排列$3是排列.(.)*.+的

反序数$/
.(.)*.+
表示对一切 +元排列求和$共 +4项#

行列式的主要性质有50(2行列式等于它的转置行列式$它保
证凡对行成立的事实对列均成立60)2交换两行0列2$行列式改变
符号6072某一行0列2乘以一个非零常数 8$其值为原行列式的 8
倍6092某一行0列2乘一个数后加到别一行0列2上$行列式值不变6
0:2每一个行列式都可化简为上0下2三角形行列式$三角形行列式

:);(数 学



之值为对角元之积!
在 "阶行列式#$%&#"中’划掉 $%&所在的行(列所剩 ")*阶行列

式称 $%&的余子式’冠以符号+)*,%-&后称 $%&的代数余子式’记 .%&!
有以下重要结果/+*,行列式依行+列,展开规则/

012
"

31*
$%3.%3’012

"

31*
$3&.3&4

+5,2
"

31*
$%3.&316’2

"

31*
$3%.3&16+%7&,!行列式还有依若干行

+列,展开的拉普拉斯定理!
日本数学家关孝和和德国数学家莱布尼兹最早引入行列式概

念’法国数学家范德蒙是第一个对行列式理论做出连贯阐述的人’
柯西首先将行列式元素采用双足标记法并排成方阵!

8矩阵9重要的数学概念和工具之一!由 :;"个数排成的数表

$** $*5 < $*"
< < < <
$:* $:5 < $

=

>

?

@:"

叫 :行 "列矩阵’也称 :;"矩阵’简记为 .1+$%&,:"’当 :1"
时’称 .为 "阶方阵!这里 $%&取自给定数域!
矩阵的秩 矩阵中非零子式的最大阶数!零矩阵的秩为 6’.

的秩记

A+.,’A+.:",B:%"+:’",’若 C是可逆方阵’A+D.,1A+.,!
矩阵的初等变换/+*,交换矩阵的两行+列,4+5,用一个非零数

乘矩阵的某一行+列,4+E,用一个数乘矩阵的某一行+列,后加到另
一行+列,上!初等变换不改变矩阵的秩!
矩阵的运算 若 .1+$%&,:"’F1+G%&,:"’称+$%&-G%&,:"为 .与

H56* 思 想 与 学 术



!的和"记 #$!"这种运算称矩阵的加法%称&’()*+,-为 ’与 #之
积"记 ’#"这种运算称数与矩阵的乘法%若 #.&()*+,/"!.&0)*+/-"

令 1)*.2
/

’.3
()’0’*"

34)4,"34*4-"称 5.&1)*+,-为 #与 !之积"记 #!"这种运算
称矩阵的乘法"矩阵运算满足以下算律6加法结合律7交换律%乘法
结合律%乘法对加法分配律%数乘对加法分配律%数乘对乘法结合

律8矩阵的乘法不满足交换律"如 3 9:

;

<

=9 >
3 >:

;

<

=? @A
3 >:

;

<

=? @
3 9:

;

<

=9 >"

两个非零矩阵之积可能为零"如 3 9:

;

<

=9 9
9 9:

;

<

=3 9.
9 9:

;

<

=9 9"
因此矩阵

乘法不满足消去律8数域B上全体-阶方阵之集合C-&B+对于上
述加法7乘法做成非交换么环8对上述三个运算做成代数&参见D环
与代数E+8
一些特殊方阵 将一个矩阵的行列互换所得矩阵称原矩阵之

转置"#的转置记为 #F"且&#!+F.!F#F%若方阵 #"#F.#"#
称对称方阵%若一个方阵 #对角线以外元素均为 9"称 #为对角
阵%若对角阵 #中"(33.G.(--.("称 #为纯量阵%(.3的纯量
阵称单位阵"记 H8对于方阵 #"若存在方阵 !"#!.!#.H"#称
可逆方阵"!称 #的逆方阵"可逆方阵 #有唯一的逆方阵"记

#I3"且&#I3+I3.#J#可逆KL#LA9K#经初等变换得H8若#"
!可逆"则 #!可逆"且&#!+I3.!I3#I3"若 #是实方阵"且 #I3

.#F"称#为正交方阵8初等方阵是指换位阵M)*"倍法阵N)&’+"’
A9"消法阵 O)*&P+8其中

M)*.

3 9
Q
9G3
Q
3G9

Q

:

;

<

=9 3

"
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!"#$%&

’ (
)
*
)

+

,

-

.( ’

*/(0

1"2#3%&

’ (
)
’ 3
)
’
)

+

,

-

.( ’
用初等方阵左#右%乘矩阵 40相当对 4施行相应的行#列%初等变
换5若4&#6"2%7048&#4"2%9叫4的伴随方阵0其中4"2为:4:中6"2

的代数余子式0若4可逆0则4;’& ’
:4:4

85也可以利用初等变换

求可逆方阵的逆<设 4可逆0记 =&#4:>%0对 =作行初等变换0使

4化为 >0此时 >就化为 4;’0即 =&#4:>%?@
行

#>:4;’%5
矩阵的等价 若 4通过初等变换为 =0称 40=等价54与 =

等价A存在可逆阵 B0C使 =&B4C5A$#4%&$#=%5
矩阵的相似 D上 7阶方阵 40=0若存在可逆阵 10使 1;’

41&=0称 =与 4相似5若 4与对角阵相似0称 4可对角化5并
且 E>;4为 4的特征方阵5F4#E%&:E>;4:称 4的特征多项
式0F4#E%在 D中的根称 4的特征根0相似方阵有相同的特征多项
式5若G(是4的特征根0齐次方程组#G(>;4%E&(的非零解称4
的属于 G(的特征向量54可对角化A4有 7个无关的特征向量5
此时 1的列由特征向量组成0对角阵的对角元为对应特征根5若

H&
H’

)
H

+

,

-

.I

0

H"&

G" (
’ )
) )
) G"

+

,

-

.’

"&’0J0I
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称 !"为一个若当块#!称若当阵#每一个复方阵与一个若当阵相
似$
矩阵的合同 %上 &阶方阵 ’#(#若存在可逆阵 )#)*’)+

(#称 (与 ’合同#每一个对称阵与对角阵合同#可以通过初等变

换实现$秩为,的&阶复对称方阵与
-,.
/

0

12
合同#因此#复对称方阵

’#(合同3,4’5+,4(5$每一个秩为 ,的 &阶实对称方阵 ’与

-6
7-,76

.

/

0

12

合同#6由 ’唯一确定#并且对实对称方阵 ’#存在正

交方阵 8987:’8+8*’8+
;:
<

;

.

/

0

1&

#;"是 ’的特征根$

矩阵的等价#相似#合同都是等价关系#具有反身性#对称性#
传递性$
若 =4>5+?2@?:>@A@?B>B#对方阵 ’#称 =4’5+?2-@?:’

@A@?B’B为 >+’时 =4>5之值$若=4’5+2#称 ’为 =4>5的
根$哈密顿C凯莱定理说#’是它的特征多项式的根#即D’4’5+2$
矩阵最早出现在E九章算术F方程章G中#:HII年凯莱提出矩

阵概念#:HIH年#他在E矩阵论的研究报告G中#系统地阐述了矩阵
的理论#这些内容是今天线性代数的基础内容$近几十年来#矩阵
论被广泛应用于现代科学的众多领域#内容更加丰富#更加广泛#
不限于有限阶矩阵$矩阵分析J矩阵函数等是当今讨论的新课题$

K线性方程组L&个未知量 M个方程的线性方程组的一般形式为

NO2:数 学



!""#"$!"%#%$&$!"’#’()"
& & &

!*"#"$!*%#%$&$!*’#’()

+

,

- *

."/

其中!01称系数2)0称常数项2!012)0取自一个数域34若5
’

1("
!0161()0"

707*2称.6"2&26’/2为."/的一个解2有解的方程组称相容的4
线性方程组研究的主要问题是8"9."/相容的充要条件:%9."/相容
时2解的个数:;9."/相容时2求出."/的所有解
令

<(
!"" !"% & !"’
& & & &
!*" !*% & !

,

-

=

>*’

2

<?(
!"" !"% & !"’ )"
& & & &
!*" !*% & !*’ )

,

-

=

>*

称 <为."/的系数矩阵2<?为."/的增广矩阵2结论是8"9."/相容

@A.</(A.<?/:%9若 A.</(A.<?/(A2则 A(’时2."/有唯一解2A
B’时2."/有无穷多解4;9利用消元法可求."/的解4
消元法实际是对方程组进行同解变换2通过消去某些未知量

化简方程而求解4这些变换主要有8用一个非零数去乘某一个方
程:用一个数乘某一个方程后加到另一方程上:交换两个方程的次
序4中国早在C九章算术D方程章E中已记载了与现在基本一致的
消元法2这个方法是中国古代数学的杰出创造之一2它比欧洲大约
早 "FGG年4
在."/中2若 )"(&()*(G2称."/为齐次.线性/方程组2它

永远有零解.G2G2&2G2/2一个齐次方程组有非零解@A.</B’:
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一个齐次方程组全体解的集合做成 !"的一个子空间#称为这个齐
次方程组的解空间#它的基常称为该方程组的基础解系$
称齐次方程组

%&&’&(%&)’)(*(%&"’"+,
* * *
%-&’&(%-)’)(*(%-"’"

.

/

0 +,
1)2

为1&2的导出方程组#若 3+14&#4)#*#4"2是1&2的一个解#5 为

1)2的解空间#则1&2的解集为 3(5+63(7897:5;$
&<=,年瑞士的克莱姆给出一类特殊线性方程组解的公式#称

为克莱姆规则>若线性方程组

%&&’&(%&)’)(*(%&"’"+?&
* * *
%"&’&(%")’)(*(%""’"+?

.

/

0 "

1@2

的系数行列式 AB,#则1@2有且仅有一组解>’&+A&CA#’)+A)C
A#*#’"+A"CAD其中AE为以常数项?&*?"代替A的第E列所得
行列式$
有着广泛应用的线性规划实际是解满足一定约束条件的线性

方程组$

F向量空间G解析几何中普通空间 H@#普通平面 H)的推广#利用向
量的坐标#H)#H@可以看成二元实数组及三元实数组的集合 I)#
I@#它们的加法J数乘法即矩阵的加法和数乘法$可以自然地推广
到数域 !的 "元序组的集合 !"#称 !"对于矩阵的加法及数乘法
为一个 "维空间$一般#若 !是数域#H是一个非空集合#H有一
个加法及 !对 H的数乘法#满足>1&2H对加法是一个加群K1)21%
(?23+%3(?3K1@2%13(72+%3(%7K1L21%?23+%1?32K1=2&3+

&@,&数 学



!"#$%&’(%!%)’*%称*是(上向量空间+*中元素统称向量+
(,-.%/01(2对各自的运算都是向量空间%定义在,$%&.上的实连
续函数的集合 3,$%&.对函数的运算做成向量空间+
向量空间的基与维数 若 *是 (上向量空间%!4%5%!6’*%

存在 (中不全为 7的 $4%5%$6使8
6

9:4
$9!9:7%称 !4%5%!6线性相

关%否则称!4%5%!6线性无关+若):8
6

9:4
&9!9%称)可由!4%5%!6线

性表示+矩阵经过行初等变换不改变列向量的线性关系+即若 ;

:1!45!02<=
行

>:1)45)02%则8
6

9:4
?9!9:7@8

0

9:4
?9)9:7+若 *中

!4%5%!0线性无关%且 *中每一向量都可由 !4%5%!0线性表示%
称 !4%5%!0为 *的一个基%0称 *的维数%记A9B*:0%规定零空

间维数为 7%*中每个向量可由基唯一地表示%若 !:8
0

9:4
$9!9%称

1$4%5%$02为 !关于基 !4%5%!0的坐标+
子空间 子空间是向量空间*的非空子集%且对*的加法及

(对 *的数乘做成向量空间+若 C4%CD是 *的子空间%则 C4E
CD%C4FCD:GC4FCDHC9’C9I是*的子空间%称C4与CD的

交%和%它们仍是 *的子空间%若 A9B*:0%则 A9B1C4FCD2F
A9B1C4ECD2:A9BC4FA9BCD+若 *:C4FCD%C4ECD:
G7I%称 *是 C4%CD的直和%记 *:C4JCD%称 C4%CD互为余子

空间+若*:C4JCD%则*中每一向量!可唯一地表为!4F!D%其
中 !9’C9%若A9B*:0%则A9B*:A9BC4FA9BCD+直和的概念可
以推广到多个子空间%若 !4%5%!0是 *的基%则 *:C4J5J
C9%C9:K1!92:G$!9H$’(I
向量空间的同构 L是 *4到 *D的双射%且 L1!F)2:L1!2
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!"#$%&
"#’(%)’"#(%&*(&$+,-&’+.&称 "是,-到,/的同构映射0记

,-1
"

,/&两个同构的空间有相同维数&且若 234,)5&则 ,1.50

6欧氏空间7在 85中&任意 ()#’-&9&’5%&$)#:-&9&:5%&定义#(&

$%);
5

3)-
’3:3为 (与 $的内积&是85<85=8的映射0对于加法&数

乘&内积三种运算&85叫一个欧氏空间&可以类似于普通平面&普
通空间&定义向量的长及向量的夹角0在8上向量空间,中&定义
内积#&%&使满足>#-%#(&$%)#$&(%&#/%#(!$&?%)#(&?%!#$&
?%&#@%#’(&$%)’#(&$%&#A%(BC时&#(&(%DC&称 ,是一个欧氏
空间&EF’&:G对于

#H#I%&J#I%%)K
:

’
H#I%J#I%2I是一个欧氏空间0称L#(&(%为 (

之长&

记M(M&(&$间夹角 ($
N

)OPQR-#(&$%M(MM$M (BC&$BC&当#(&$%)C时&

称 (&$垂直#正交%&若 (-&9&(5是 ,的基&且

#(3&(S%)
-& 3)S
T
U

VC& 3BS
&称 (-&9&(5为标准正交基&每个 5维欧氏空间

,存在标准正交基&可由施密特方法得到>若 (-&9&(5是 ,的一

个基&令 $-)(-&$/)(/R
#(/&$-%
#$-&$-%$-&9&$5)(5R

#(5&$-%
#$-&$-%$-R9R

#(5&$5R-%
#$5R-&$5R-%$5R-&

再令 WS)
$S
M$SM&
则 W-&9&W5是 ,的标准正交基&若

"是欧氏空间 ,-到 ,/的双射&且保持加法&数乘及内积运算>
"#(!$%)"#(%!"#$%&"#’(%)’"#(%&#(&$%)#"#(%&"#$%%&称 "
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是欧氏空间 !"到 !#的同构映射$两个欧氏空间 !"与 !#同构%
&’(!")&’(!#*
正交补 若 + 是欧氏空间 !的子空间$令 +,)-./!01.$

+2)34$则+,是!的子空间$称+ 之正交补$且1+,2,)+*若

!有限维$则 !)+5+,$若 +"6+#$则 +"
,7+,

#*普通空间

!#$!8中关于距离的性质在一般欧氏空间仍成立*
欧氏空间的定义可以推广$若基础域换成复数域$9上向量空

间 !对于适当的内积做成的空间称酉空间:若基础域换成一般数
域 ;$;上向量空间 !对于适当的内积做成的空间称内积空间*

<线性变换=向量空间到自身的一种特殊映射*有限维空间的线性
变换可通过矩阵讨论*若!是;上向量空间$>是!到!的映射$
且保向量空间运算$即>1.?@2)>1.2?>1@2$>1A.2)A>1.2:B.$@
/!$A/;$就称 >是 !的一个线性变换*
核与象 若 >是 !的线性变换$记 CDE>)-./!0>1.2)F4$

G(>)->1.20./!4$称 CDE>为 >的核$G(>为 >的象$它们都是 !
的子空间$>是单射%CDE>)-F4$>是满射%G(>)!$特别$当

&’(!)H时$&’(CDE>?&’(G(>)H$若 >是双射$称 >是!的自同
构*
线性变换的矩阵 若 ."$I$.H是 !的基$>是 !的线性变

换$且

>1.’2)A"’."?A#’.#?I?AH’.H$"J’JH$记1>1."2$I$>1.H22)1."
I.H2K$K)1A’L2H$称 K为 >关于基 ."$I$.H的矩阵$>关于不同
基的矩阵相似M若 >关于基 @"$I$@H的阵为 N$且

1@"$I$@H2)1."I.H2O$则

N)OP"KO$对于 >$若存在基 Q"$I$QH$使 >的矩阵为对角阵$就

R83" 思 想 与 学 术



称 !可对角化"
线性变换的主要性质有#$%&若 ’%(’)相关*则 !$’%&*(*!

$’)&相关+$,&’%(’)是 -的基*.%*(*.)是 -中任意 )个向量*则
存在唯一的!*使!$’/&0./*%1/1)*$2&若-的线性变换!关于基

’%(’)的阵为 3*则 !可逆43可逆*且 !5%关于基 ’%(’6的阵为

35%"
欧氏空间的线性变换 最重要的是正交变换和对称变换"前

者保持图形性质不变*后者可以对角化*若 !是 )维欧氏空间 -
的线性变换*且7’*.8-*$’*.&0$!$’&*!$.&&*称 !是正交变换*
正交变换保长9角9内积不变*若 :/6-0)*正交变换在标准正交
基下的矩阵是正交方阵"对称变换是欧氏空间中又一类有内积性
质的线性变换*若 !是欧氏空间的线性变换*且7’*.8-*$’*!
$.&&0$!$’&*.&*称 !是对称变换*若 :/6-0)*对称变换在标准
正交基下的矩阵是实对称方阵*因而对称变换均可对角化"

;二次型$二次齐式&<起源于解析几何中二次曲线*二次曲面标准
形的研究*是线性代数主要内容之一"
数域 =上 >%*(*>)的二次齐次多项式称 =上二次型或二次

齐式*若

?$>%*(*>)&0@
)

/0%
@
)

A0%
B/A>/>A+其中 B/A0BA/*则 ?$>%*(>)&0>C

3>*其中 >C0$>%*(*>>&*30$B/A&)03C*且 3由 ?唯一确定*
称 3为?之矩阵*D$3&称?之秩"如果?$>%(>)&经变量的可逆变
换 >0EF*>0$>%*(*>)&C*F0$G%*(*G)&C得到 H$G%*(*G)&*
就说?$>%*(*>)&与H$G%*(*G)&等价"此时H的矩阵为EC3E"一
个只含平方项的二次型称标准二次型*每个二次型在变量的可逆

I2J%数 学



变换下等价于一个标准二次型!
复数域上二次型的分类 由于复对称方阵合同于对角阵

"# $%

&

’

($ $
)这表示)秩为 #的复二次型等价于 *+,-.-*+#)/个变量

的复二次型共 /-,类)它们有标准形 $)*+,)*+,-*++).)*+,-.-
*+/!
实数域上二次型的分类 由于实对称方阵合同于对角阵

"0 $
1"#20

%

&

’

($ $
)且 #)0由所给实对称阵唯一确定)这表示)每个实二

次型的标准形是唯一的)因此秩为 #的不等价的标准形是 *+,-.
-*+#)*+,-.-*+#1,1*+#).)1*+,1.1*+#共 #-,类)因此 /个变
量的实二次型互不等价的共 ,-+-.-3/-,453/-+43/-,46
+类!正定二次型是实二次型中最重要的一类)它的标准形为*+,-
.-*+/)若二次型 738,.8/4589:8正定)则;3<,.</4=$)7
3<,).</4>$)正定二次型的等价定义不下几十种!完全类似的可
定义负定)半正3负4定二次型!
实二次型 738,.8/4589:8还可以通过变量的正交变换 8

5?@)3?正交阵4化为A,*+,-.-A/*+/)其中AB为:的特征根!这
种变换不改变图形的性质)称这种标准形为主轴形式!

C多重线性代数D代数学的一个分支!近年来已成为许多数学分支
常用的工具!它以建立在若干向量空间的卡氏积上的多重线性变
换)多重线性函数的代数结构为主要研究对象!

E,)E+).)E#)F 都是域G上的向量空间)7是E,HE+H.H
E#到F 的映射)且适合73I,).)IB-JI9B).)I#4573I,).)IB).)
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!"#$%&’!()*)!+,)*!"# (-,-"则称 &是 "重线性映射’多重线
性映射#.特别)/01)则称 &是 "重线性函数.

2为 345矩阵)6713)8715)&’6)8#06+28)则 &是 134
15到 1的 9重线性函数)通称双线性函数.

:为 1上向量空间):到 1的线性映射称为线性函数)则 :
上全体线性函数集 :;作成 1上的向量空间)称为 :的对偶空间.

:():9)*):"上全体 "重线性函数集 <’:():9)*):"#作成

1上的向量空间."0()<’:(#就是 :(;.
设=是:(4:9到/ 的双线性映射)如果对任意向量空间>)

:(4:9到 >的任意双线性映射 ?)总存在唯一的 / 到 >的线性
映射 @)便得 ?0@=)就称 / 为 :():9的一个张量积)当 :():9均
为有限维时):():9的张量积存在)且在同构意义下唯一)记作 :(
A:9.若B()*)B5C&()*)&3分别为:():9的基)则B,A&D0=’B,)&D#
构成 :(A:9的基)因此 E,3’:(A:9#0E,3:(FE,3:9.
设 =)G分别是 :():9的线性变换)则存在 :(A:9的唯一线

性变换 ?)使 ?’HAI#0=’H#AG’I#)JH7:()I7:9)?称 =)G的张
量积)记=AG.若=)G对于:():9的基B()*)B5C&()*)&3的矩阵分
别为2)K)则=AG关于基LB,A&D),0()*)5)D0()*)3M的阵为2
AK0’%,DK#)这是一个 543阶方阵)也称 2NK的张量积.
张量代数利用张量积建立了与向量空间相联系的代数结构.

:是 1上 5维向量空间)记

OP’:#01)O"’:#0:A*A:
"0()9)*

O"’:#的维数是 5")"0P)()**
令O’:#表直和 OP’:#$O(’:#$O9’:#$*)则 O’:#是一

个代数)称为 :的张量代数.
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抽 象 代 数

!抽象代数"数学的一个重要分支#萌芽于 $%世纪末&$’世纪初&
()世纪 ()年代建立#伽罗瓦关于方程可根号解的研究引入了群&
域的概念&哈密顿对四元数的发现&打破了*数+的传统观念&随着
数系的扩充&四元数,向量,矩阵等对象的出现&代数的面貌发生了
一系列深刻变化&作为研究数的运算性质的数学分支发展为以研
究有运算的一般集合-称代数结构.为对象的数学分支#抽象代数
的兴起是()世纪数学最突出的进展之一#今天&抽象代数,拓扑与
泛函分析成为现代数学理论的三大支柱#
一个代数结构是指用公理化方法定义的这样一个非空集合&

它有一个或几个代数运算&并且满足一定的算律#根据代数运算及
所满足的算律而有各种不同的代数结构#若/是一个非空集合&/
的一个代数运算是指 /0/1/的一个映射2&对于 /中任意 3&
4&3245/#若3246423&称2满足交换律#群是一个重要的代
数结构-参见*群论+.&此外还有环,域,格,模等&对每个代数结构
性质的讨论形成了抽象代数的各个专门学科&如群论,环论等#
等价关系与集合的分类是抽象代数的两个基本概念#集合 7

的一个等价关系是指 7的一个关系8&满足9-$.自反性9对于 3
属于 7&383:-(.对称性9对于 3&4属于 7&若 384&则 483:-;.
传递性9对于3&4&<属于7&若384&48<&则38<&集合7的一个
分类是指对集合7的一个划分&使得7中每一元素属于且仅属于
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某一子集!这样的子集称类"#的一个等价关系可以确定 #的一
个分类$反之!#的一个分类决定#的一个等价关系"#的由%决
定的各类的集合称 #关于%的商集!记作 #&%"
同态’同构是抽象代数的重要概念"若 ()!(*是两个代数结

构!分别有运算+!,-!()到 (*的一个映射 .!若对于 /!0属于 (!
有.1/+023.1/2,-.102!称.是()到(*的同态映射"特别!满足
上述条件的 .是双射时!称 .是 ()到 (*的同构映射"两个存在
同态1构2映射的代数结构称为同态1构2的!两个同构的代数结构
有相同的代数性质"在抽象代数中!关心的是代数结构的代数性
质!同构的代数系看成一个"
女数学家诺特和阿廷对抽象代数的建立和发展起了巨大作

用"她们的学生范4德4瓦尔登是抽象代数的传播者")567年出
版的8近世代数学9传播了诺特’阿廷的思想!于是抽象代数蓬勃发
展起来"代数结构中最常见’最基本的是群’环’域!也是形成较早
的三个分支!继之格’模’交换代数!同调代数等相继发展起来"如
今抽象代数不仅为现代数学各学科提供了有力工具!而且它的观
点和方法渗透到了许多学科"
中国在抽象代数方面最早有成就的是曾炯之!他是诺特的学

生"著名数学家华罗庚在代数方面做了不少杰出工作"此外中国
数学家在代数的不少分支如有限群’典型群’环论’李代数等都有
不少好的结果"

:群论;群是数学中一个重要概念!有关群的性质及结构的理论称
群论!是抽象代数重要组成部分之一"群论的产生!根源之一是高
次方程的根号解问题"拉格朗日关于方程根的对称函数的工作!引
起人们注意根的置换的性质!导致置换群理论的产生"群论的创立
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者被认为是伽罗瓦!如今"群论已发展成一个内容丰富#分支众多
的学科!被认为是 $%世纪意义最重大的数学创造之一"它深刻地
改变了人们对数学性质的认识"开创了全新的研究领域!
基本概念和性质 若 &是一个有乘法’的非空集合"且满足

以下条件"称 &对’做成一个群"这些条件是()$*乘法结合律+
),*&中有单位元"即存在 -"使对 &中每个 .".’-/-’./.+)0*
&中每个元有逆元"即对 ."存在 .1$"使 .’.1$/.1$’./-"条件

),*")0*也可用),*2(对 &中任意 ."3"方程 .’4/3"5’./3在

&中有解代替!例如整数集6对数的加法"非零有理数集78对数
的乘法"全体模 9的剩余类 69对剩余类加法都是群!又如保持平
面上正 9边形不变的变换对于变换的合成也是一个群"记作 :9"
称二面体群!以正方形为例":;是指绕中心旋转<="%<="$><=",?<=
以及关于过中心的对称轴的反射"一共 >个变换组成!
一个非空集合 @的若干一一变换对于变换的合成做成的群"

称 @的一个变换群!每一个群都同某一变换群同构"这是著名的
凯莱定理!若一个群对乘法满足交换律"称交换群或阿贝尔群!有
时称交换群为加群"运算称加法"单位元改称零元"逆元改称负元!
若A是群&的非空子集"A对&的运算做成群"称A是&的

子群"记 AB&"C-D"&是 &的两个当然子群"其它子群称 &的真
子群"若干个子群的交仍是子群!
若EB&"且对&中每个元.".E/E."称E是&的不变子群

或正规子群"记作EF&!一个没有真不变子群的群称单群!若A
B&"GF&"则 AGB&+若 A"GF&"则 AGF&!
若 EF&"令 &HE/C.EI.J&D"规定 .E’3E/).3*E"则

&HE做成群"称 &模 E的商群!.E/C.9I9JED!
一个群所含元素的个数称群的阶"群 &的阶记为I&I"当I&I
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有限时!称 "是有限群!#"#无限时!称 "为无限群!$%&’是无限
群!$(是有限群)若#"#有限!*+"!则#*##"#!且#"#,#*#-
."/*0!这是著名的拉格朗日定理)若#"#有限!1 #"#!"中未
必有 1阶子群)对素数 (!若 (##"#!则 "中存在 (阶子群)若 2
3"!使 24,5的最小正整数 4称 2的周期!记 6.20或#2#!周期也
称阶)若上述 4不存在!称 2的周期无限或 7!823"!2!29:有相
同的周期)

"!";是两个群!运算分别为<!<
9
!=是 "到 ";的一个映射!

若82!>3"!有 =.2<>0,=.20<
9
=.>0!称 =是 "到 ";的同态映

射!当 =是满射时!记"?
=

";!当 =是双射时!称 =是"到";的同

构映射!记 "@
=

";)若";,"!上述=称自同态或自同构)若=是

"到 ";的同态映射!称 45A=,BC3"#=.C0,5;D为 =之同态核!
称E1=,B=.C0#C3"D为=之同态象!且45A= "!E1=+";)群的
同态!同构有以下基本定理F
同态基本定理 若GH"!则"?"IGJ若"?

=

";!则";@"I
45A=)这样!同构意义下!"只与商群同态!只要知道 "的所有不
变子群!就完全掌握了 "的同态)

同构定理 若 "?
=

";!*+"!
*KL45A=!*;,=.*0!则 "IG@";I*;J
若 *!MH"!则 *MIM@*I"NMJ若 *!MH"!且 *KM!则

"I*@"IM*IM)
群 "的全体自同构集 OPQ"对变换的合成做成群!称 "的自

同构群)=2FRS2R29: =23OPQ"!称 "的内自同构!全体内自同
构的集合 ETT"是 OPQ"的不变子群)
若 2属于 "!"中每个元有 2U形式!称 "为循环群!记 ",
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!"#$"称 %的生成元$若 &!"#无限$%称无限循环群$否则 %称有
限循环群’循环群是一类结构完全清楚的交换群’若%(!"#是无
限循环群$生成元只有 "$")*$且 %+,’-阶循环群 %(!"#与 ,-
同构$且".是生成元/!-$.#(*’这表示-阶循环群有 0!-#个生
成元’0!-#为欧拉 0函数’
若%*$%1是两个群$那么%*2%1(3!"$4#5"6%*$46%17$对

于乘法!"*$4*#8!"1$41#(!"*"1$4*41#做成群$称 %*2%1为 %*与

%1的外直和$它是由已知群构造的新群’若 9*$91 %$且 %(
9*91$9*:91(3;7$则 %+9*291$称 %是子群 9*$91的内直
和’此时%的结构完全由9*$91决定$从而对%的讨论可归结为
对 9<的讨论’内=外直和的定义不难推广’一个群 %若能表为真
不变子群的直和$称 %可分解$否则称 %不可分解’
设 %有一个有限递降子群列

!*#%(%>?%*?%1?@?%A(3;7
其中 %<B%<)*!<(*$@$A#$称!*#为 %的一个次正规列$%>C%*$
%*C%1$@$%A)*C%A为!*#的因子组D若每个 %<C%<)*是单群$称次
正规列为%的一个合成列’每个有限群的任意两个无重复项的合
成群列有相同的长度$而且它们的因子组在同构意义下不计次序
对应相等’
若 "$46%$称 "4")*4)*为一个换位元$记E"$4F$此时E"$4F)*

(E4$"F’%的一切有限个换位元之积的集合是%的不变子群$称
为%的换位子群$记作%!*#’%!*#的换位子群记%!1#$@$%可换时$
%!*#(3;7’对每个群 %$%C%!*#可换$且若 G %$%CG可换$必有

GH%!*#’对群%$若存在.$%!.#(3;7$称%是可解群$因此交换群
都是可解群’-?I$J-不是可解群’
群表示是研究群的有力工具之一’令K是L上向量空间$%M
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!"#表 "的全体可逆线性变换做成的群$对群 %&%到 %’!"#的
同态 (称作 %在 "内的一个线性表示$即 ()%*
%’!"#&满足对于任意 +&,-%&(!+,#.(!+#(!,#$称 "是 %的表
示空间&也称 "是 %的一个表示$若 /01".2&称 2为表示 (的
级$若 3 是 "的子空间&(在 3 上的限制即 %到 3 内一个线性
表示&称3 为"的一个子表示$如果"4567&(是%在"内的一
个线性表示&且不存在"的关于(的真不变子空间&则称(为不可
约表示或单表示$有限群表示的一个重要结果是)每一个表示都是
不可约表示的直和$
特征标是线性表示的函数&它完全刻划了线性表示 ($若

/01".2&对于"的一个线性变换8&若8的矩阵为9.!:0;#&定义

<=8.>
2

0.?
:00&称为 8之迹&若 (是 %在 "内的线性表示&@+-%&

令 A(!+#.<=!(+#&称 A(为 (之特征标$具有相同特征标的两个表
示是同构的$同构意义下&%的不可约表示的个数等于 %的共轭
类的个数$利用群表示理论可以证明 B1C2阶群是可解群&利用特
征标理论可以证明B1!1D?#阶群不是单群&有限群表示论在有限
群的结构理论中有重要作用$
群表示是用具体的线性群!矩阵群#描述群的理论&?E世纪末

F6世纪初由弗罗贝尼乌斯及伯恩赛德独立开创&F6世纪三四十年
代&布饶尔更把群表示进一步深化&引入模表示&模特征标&应用于
有限单群分类的研究$
有限群集合 9.5?&F&G&27的一个一一变换 H)I*0I称为一

个2次置换&常用
? F G 2
0? 0F G 0

J

K

L

M2
表示$9的若干置换所成的群称

为一个2次置换群&全体2次置换作成的群称为2次对称群&记作
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!"#且$!"$%"&’当 ()#*#("是偶排列时#称
) + * "
() (+ * (

,

-

.

/"
为偶置

换#全体偶置换做成一个群#记作 0"#称为 "次交代1错2群#$0"$
%"&3+#因此 0" !"’置换群是一类特殊的有限群#由凯莱定理
可知#每个有限群与一个置换群同构’
决定有限群的结构是有限群的重要课题之一’有限交换群结

构已完全清楚’若 4是交换群#$4$%"%
5)5+*56#其中5(78#且5($5(9)#称5(为4的不变因子#:5)#5+#*#

56;为4的不变因子组’且4<=5)>=5+>*>=56’称5(的各个素
数方幂的因数为 4的初等因子#全体初等因子的集合为 4的初等
因子组’若:")#"+#*#"?;是 4的初等因子组#"(均为素数的方幂#
则 4<=")>="+>*>="?’同构意义下#有限交换群的个数取决
于初等因子组或不变因子组的个数’
有限非交换群较之有限交换群要复杂很多’
关于有限群的基本结果#除拉格朗日定理@凯莱定理外#还有

西罗定理及A群的两个结果’一个阶为A的幂的群称为一个A群’
A群的中心仍为 A群#且非循环的交换 A群必为一些循环 A群的
直和’若$4$%AB6#1A#62%)#称4的阶为AC的子群为4的西罗

A子群’西罗第一定理指出#一个有限群对每个素数A均存在西罗

A子群#西罗第二定理指出#4的每个 A子群均含于某个西罗 A子
群中#且 4的任意两个西罗A子群共轭’1若D)#D+是4的子群#
存在 EF4#D+%ED)EG)#则 D)#D+共轭2西罗第三定理指出#若 4
的西罗 A子群有 ?个#则 ?H)16I5A2#利用西罗定理可以决定某
些有限群的结构或判断是不是单群’有限单群的分类定理J每个有
限单群必同构于下述情形之一J1)2素数阶循环群K1+2"LM#"次
交代群K1N2)O个李型群无限族中的某一个成员K1P2+O个散在群
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之一!
无限群"典型群"无限李群"拓扑群等都是无限群!#$世纪 %$

年代以来&无限群的研究有了迅速发展&人们期望把有限群的结果
尽可能多地搬到无限群中&同时也研究无限群特有的问题!无限群
的研究在其他代数系的研究中&也起着示范的作用!典型群的研究
在中国有较长的历史和独特的方法&著名数学家华罗庚等人用矩
阵方法讨论典型群的结构及自同构&被国际上公认为独特的方法!
典型群是线性群"正交群"辛群"酉群的统称!若一个群 ’又是一
个拓扑空间&而且此拓扑对群的运算为连续的&即()*+,"-.’
及 ,-的一个邻域/&必有,与-的邻域0与1使012/3(#*
+,.’&,4)的邻域 /&必有 ,的邻域 0使 04)2/&此时称 ’
为一个拓扑群&如实数加群与非零实数乘法群对普通度量的拓扑&
均为拓扑群!此外&线性代数群"算术群也是无限群!

5环与代数6环"代数是抽象代数的两个重要概念&环论的发展可追
溯到 )7世纪关于实数域的扩张及其分类的研究&直到 #$世纪才
形成抽象理论!诺特 )7#)年的8环中的理想论9是环论的真正奠
基!数十年来&环论的研究不论在理论方面还是在与其他学科相联
系的应用方面都取得了很大进展!
基本概念与性质 设 :是一个非空集合&有代数运算加法和

乘法&满足以下条件时&称 :为一个环;()*:对加法是交换群3
(#*乘法满足结合律3(%*乘法对加法满足左"右分配律!有时也称
这样的环为结合环&而称满足()*&(%*的为非结合环!例如整数环

<&偶数环 #<&数域 =上全体 >阶方阵环 ?>(=*&=上一元多项式
集=@,A&模>的剩余类环<>都是(结合*环!一个乘法满足交换律
的环称为交换环3一个非结合的交换环 :&若满足@(BB*CABD(BB*
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!"#$%!&#%"’($%称 (为若当环)一个非结合环 (%若&#’(%#*

+,%对于#%"%-’(%!#"$-.!"-$#.!-#$"+,称(为李环/若环

(中存在 0%&#’(%有 #0+0#+#%称 0为单位元%一个有单位元
的环称么环/在一个环(中%若#1,%"1,%#"+,%称#%"为(的
零因子/若环(无零因子%#"+,%必有#+,或"+,/一个无零因
子的交换么环称为整环/2%3456是整环%78!3$有零因子%因而不
是整环/整环(+9#.":;#%"’2<称高斯整环/在么环(中%若#
1,%#"+"#+0%#称可逆元%"称#的逆元%记为#=>/一个么环(%
若非零元皆可逆%则 (为除环%哈密顿 >?@A年给出了四元数除环

!参见B数与多项式C$/一个交换除环称为域/
一个环所含元素个数为该环的阶%阶有限的环称有限环%否则

称无限环/一个无零因子的环 (中的非零元对加法有共同的阶%
或为,%或为素数%称为环(的特征%记作-D(/子环E子整环E子除
环概念类似子群概念/若 F是 (的子环%且&G’(%#’F%G#!#G$
’F%称F是(的一个左!右$理想/一个既左又右的理想为!双边$
理想/一个不含真理想的环为单环/环 (的由一个元素 #生成的
理想!#$称 (的主理想/若 (是交换么环%则!#$+9#G;&G’(</
理想在环中作用类似于不变子群在群中的作用/若 H是环 (的理
想%记 (IH+9#.H;&#’(<%对于加法J!#.H$.!".H$+!#."$
.H%乘法J!#.H$!".H$+#".H做成一个环%称为 (模 H所得剩
余类环或商环/
设 (%(K是两个环%L是 (到 (K的一个映射%且&#%"’(%L

!#."$+L!#$.L!"$%L!#"$+L!#$L!"$%称 L是 (到 (K的一个
环同态!映射$/当

L!($+(K时%称 (与 (K同态%记为 (M
L

(K)当 L是一一映射时%
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称!与!"同构#记为!$
%

!"&’()%*+,-!.%/,0*1"2#称为%的
同态核#’()%是 !的理想3与群的同态4同构类似#环有以下同态
基本定理及同构定理5
环的同态基本定理5若 6是 !的理想#则 !7!86&若 !7

%

!"#
则 !"$!8’()%3
环的同构定理 若!7

%

!"#6"是!"的理想#6*%9:/6"0*+)-
!.%/)0-6"2#则 !86$!"86"&若 6:#6;是 !的理想#则 6:<6;86:$
6;86:=6;&若 6#>是 !的理想#且 >?6#则 !86.>86$!8>3
若 !:#!;是两个环#做加群的外直和 !*!:@!;#在 !中定

义/,:#,;0A/B:#B;0*/,:B:#,;B;0#则 !做成环#为 !:与 !;的外
直和3!中存在理想 !:"#!;"#使 !:"$!:#!;"$!;#且 !:"=!;"
*/103若6:#6;是环!的理想#且!*6:<6;#6:=6;*/10#则有!$
6:@6;#称 !为 6:#6;的内直和3
若 C#D是么环 !的理想#且 !*C<D#称 C#D互素&若 !

为交换么环#C#D是 !的理想#且 C#D互素#则 CD*C=D&若

C#D与 E互素#则 CD与 E互素3
若么环 !的理想 E:#E;#F#EG两两互素#则 !8E:=F=!8

EG$!8E:@F@!8EG3
整数的同余概念可以推广到环上#若 E是么环 !的理想#,#B

-!#,9B-E#称 ,#B模 E同余#记为 ,HB/IJKE0#上述事实可
用同余式组表示#即著名的中国剩余定理3
中国剩余定理 !是么环#EL/L*:#F#)0是 !的两两互素的

理想#则对于任意 B:#B;#F#B)属于 !#
MHB: /IJKE:0
N N
MHB) /IJKE)

O

P

Q 0
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在 !中有解"且模#$%&’&$()唯一*
交换么环有两类重要的理想+素理想及极大理想*在一个交换

么环!中"若,是!的理想"且,-!"满足./0,"则.0,或/0
,"这样的 ,称为 !的素理想*若 1是 !的理想"1-!"若不存
在 !的任意含 1的真理想"则 1是 !的极大理想*一个交换么
环一定有极大理想"且一个交换么环 !的理想 ,21",-!是素
理想3!4,是整环51-!是 !的极大理想3!41是域*
唯一分解整环 一类重要的整环*在整环 6中"若 .06".可

逆"称.为6的可逆元素#或称单位)*6中非可逆元素的非零元7"
若78./则."/之一为可逆元素"就称7为素元"其它非可逆元素
的非零元称可约元*若 .-9".为非可逆元素"且 .可表为有限个
素元之积"称.可分解5若.87%’7:8;%’;<#7=";>为素元)"就有:
8<"且适当调换元素次序后"7=与 ;>至多差一个可逆元素的因
子"称 .可唯一分解5若一个整环 6中的每个非零非可逆元素均可
唯一分解"称 6是唯一分解整环"?"@ABC都是唯一分解整环"但整

环 !8D.E/FG=H."/0?I不是唯一分解整环*一类重要的唯一
分解整环是主理想整环"即一个整环"它的每个理想都由一个元素
生成5另一类重要的唯一分解整环是欧氏环"即 !是一个整环"存
在 !的非零元素集 !J到非负整数集 $的一个映射 K"取定 !的
一个非零元 ."对于 !的任意元 /都可以写成 /8.;E(#;"(0!)
的形式"这里 (89或 K#()LK#.)"?"@ABC都是欧氏环*

M#结合)代数及其表示NO是一个非空集合"@是域"若满足以下条
件"称 O是一个代数+#%)O有加法"乘法及 @对 O的数乘法运
算5#P)O对加法及乘法做成环"O对加法及数乘法作成 @上向量
空间*比如 @上全体 Q阶方阵的集合 1Q#@)对矩阵的加法"乘法

RS9% 思 想 与 学 术



及数乘法作成一个代数!称为全阵代数"特别若#对加法!乘法作
成交换么环!称#为交换代数$若#对加法!数乘法作成有限维向
量空间!称 #为有限维代数!与环类似!代数也有子代数%商代数%
直和%同态等概念"
结合代数的研究始于 &’世纪中期!哈密顿对四元数代数的考

察以及凯莱等人对矩阵代数的讨论"其目标是刻划各种类型的结
合代数的结构及表示"

()世纪初期提出的韦德伯恩定理!对结合代数的研究具有深
远的影响"这一理论的主要内容是*+&,任意有限维结合代数#含
有一个极大的幂零理想 -+所谓 -是幂零的!指存在一个自然数

.!使-中任意.个元素之积均为),"它包含#的一切幂零理想!
称为#的幂零根"商代数#/-的幂零根为零!幂零根为零的代数
称为半单代数$+(,半单代数是有限个单代数的直和$+0,域 1上
的单代数形如全阵代数 2.+3,!其中 3是 1上有限维可除代数!
且3和.是唯一确定的"根据这一定理!对有限维代数的研究!基
本上可以归结为对幂零代数与可除代数的研究"
所谓有限维结合代数的表示!是指代数到域 1上的全阵代数

内的同态映射!或等价地说!是代数 #上的一个模"近 ()年来蓬
勃发展起来的代数表示论!就是研究一个有限维代数的模范畴的
理论!这一研究广泛应用了同调代数%代数拓扑等工具!对多种类
型的非半单代数进行了深入的刻划"代数 #的一个表示+或一个

#模,就象#的一张照片"称代数#是有限表示型的!若在同构的
意义下!仅有有限多个不可分解的有限维 #模+所谓模 2不可分
解!是指如果242&52(!则2&4)或2(4),!否则称#为无限
表示型的"因而一个有限表示型代数是用有限张照片就可以表达
清楚的一种代数"而无限表示型代数需要无限多张照片进行刻划!
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相应地复杂一些!代数表示论的任务是对一个有限表示型代数"给
出全体有限维不可分解模的同构类!否则"若代数是无限型的"给
出模的分布情况!目前"有限表示型代数已经得到了详尽的刻划"
人们正在向无限型迈进!
有限维代数的绝大多数结果"都可以平行地推广到阿廷环上

去!阿廷环是对理想有降链条件的环"即若 #$%#&%#’%(是环中

理想的一个降链"则存在正整数 )"使 #)*#)+$*(!

,域论-域是代数学中最基本的概念之一"历史悠久!$.世纪 ’/年
代"伽罗瓦在他的著作中已有了域概念的萌芽"如今"域论已成为
抽象代数的一个重要分支"是不少学科的基础!一个交换除环称
域!即若0至少含有两个元素"且有两个代数运算+"1"0对+及

0非零元集 02对1均为交换群"且1对+满足分配律!研究域的
代数分支称域论!一个含无穷多元素的域称无限域3一个含有限个
元素的域称有限域或伽罗瓦域!由于域是交换单环"无真理想"因
而域不能象群"环那样"通过对不变子群"商群或理想4商环来讨
论!常用的方法是从已知域出发"研究它的扩域!
一个不含真子域的域称素域"有理数域 5是特征 /的素域"

67是特征 7的素域!并且若 0是域"890*/时"0含与 5同构的

素子域3890*7时"0含与 67同构的素子域!
若 0是:的子域"即:是0的扩域"记为:;0!若:;0"且<=

:":的含 0"<的最小子域记为 0><?!为添加 <于 0所得的单扩
域"且 0><?*@A><?;>BC?DB>C?E/"A><?"B><?均为 0上 <的多项
式F3若 <$"("<G=:":的添加 <$"("<G于 0的最小子域记为 0

><$"("<G?*0><$?(><G?!
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若 !"#$%&!$且存在多项式’()*+,
-

.+/
0.).(0.&#*使 ’(%*+

,
-

.+/
0.%.+/$称 %为 #上代数元$否则称 %为 #上超越元1若 !"#$

且 !中元均为 #上代数元$则称 !是 #的代数扩域1若 2是 #上
代数元$则#(2*是#的代数扩域$称为#的单代数扩域$添加一个
超越元所得扩域即为单超越扩域3单代数扩域与单超越扩域有不
同的结构4若 2为 #上超越元$则 #5267#5)6的商域1若 2为 #
上代数元$则#(2*785)6"(9()**$其中 9()*是 #上首 :的不可
约多项式$且 9(2*+/时3称 9()*为 2在 #上的极小多项式3并

且若 ;(9()**+-$则 #(2*+ ,
-<:

.+/
0.2.=0.> ?&#3

给定扩域 !"#$!作为#上向量空间$若@AB#!+-$称-为!
在 #上的次数$记作(!C#*3若(!C#*有限$称 !为 #上有限扩
域$否则称为无限扩域3若有域列!DED#$且(!CE*$(EC#*皆有
限$则(!C#*有限$且(!C#*+(!CE*(EC#*3一般$若 !+!/D
!:D!FDGD!H<:D!H$且(!.<:C!.*有限(.+:$G$H*$则(!C
!H*有限$且(!C!H*+(!/C!:*(!:C!F*G(!H<:C!H*3单代数扩
域#(2*是#的有限扩域$若2在#上的极小多项式为9()*$则(#
(2*C#*+;(9()**3并且 #的每个有限扩域一定是 #的代数扩
域1若 2:$G$2I均为#上代数元$则#(2:$G$2I*是#的有限扩域$
因而是代数扩域3
每一个次数大于 /的数系数多项式在给定的数域上未必能分

解成一次因式之积$但代数基本定理保证了每一个次数大于 /的
多项式在复数范围都可分解为一次因式之积3如果#上每一个次
数大于 /的多项式均可分解为 #上一次因式之积$称 #为代数闭
域$此时#不再有真的代数扩域3每个域#均存在代数扩域!$使
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!为代数闭域"复数域是代数闭域#
若!是$的扩域%对于$上多项式&’()%在!上&’()可以分

解为一次因式之积%并且对 $的任一较小扩域 *%&’()在 *上不能
分解为一次因式之积%称 !为 &’()在 $上的分裂域或根域#对于

$上每个多项式%同构的意义下均存在唯一的分裂域#一个多项式
的分裂域依赖于这个多项式系数所在的域%如 (+,+作为有理系

数多项式%其分裂域为- .’ +)%但作为实系数多项式%其分裂域仍
为 /#若 !0$%&’()1$2(3%在 !上&’()45’(,67)879’(,
6:)8:%则&’()在 $上分裂域恰为 $’67%9%6:)#
有限域是一类重要的域%有限域的特征为素数#设$为特征;

的有限域%<为 $的素子域%且’$=<)4>%则?$?4;>%且 $是

(;
>

,(在<上分裂域#对任何素数 ;及正整数 >%均存在 ;>个元
的有限域%且同构意义下唯一#有限域结构简单@若 $是有限域%
<为 $的素域%则存在 $中 6%$4<’6)#有限域的非零元构成的
乘群皆为循环群#若$A4’5)%则$4<’6)#利用有限域的性质可
以构造出各种对称性质的组合结构%如正交拉丁方%平衡区组设计
等%这些组合结构有效地应用于试验设计%通信系统等许多实际领
域中%特别随着计算机技术蓬勃发展%有限域理论成了广大工程技
术人员不可缺少的数学工具#

B伽罗瓦理论C历史上%这个理论起源于方程根号解的问题#7D世
纪前%E次以下代数方程已经有了解的公式%E次及 E次以上的代
数方程是否也有解的公式%是当时数学家们所关注的问题#直到

7FFG年%法国数学家拉格朗日首先认识到用代数运算解一般的高
次’>HI)方程看来是不可能的#7JG7年高斯也感到这个问题也许
是不能解决的#7J+I年%挪威年仅 ++岁的阿贝尔证明了一般 E次
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方程的根式求解的不可能性!不幸他过早去世"法国另一位天才数
学家伽罗瓦继续了阿贝尔的工作!深刻阐明了代数方程可以用根
号解的充要条件"伽罗瓦理论主要是在一个特定的扩域#$%的中
间域所组成的集合与 #的 %自同构群的子群所组成的集合之间
建立了一个映射!从而将域论的研究归为群论的研究!得到域论中
一些较为深刻的结果!以下只假定域的特征为 &介绍这一结果"
伽罗瓦理论主要研究的是正规扩域!若 ’是特征零的域 %的

有限扩域!且对 %上任一不可约多项式()*+!或者 ()*+在 ’中无
根!或者 ()*+的全部根均在 ’中!称 ’为 %的正规扩域!或 %的
伽罗瓦扩域"若 ’,%!)’-%+./!则 ’是 %的正规扩域0’是

%上某多项式的分裂域0若 12’!则 %上与 1有相同极小多项式
的 3)称与 1共轭+也在 ’中"
伽罗瓦理论的主要研究对象是伽罗瓦群"若’是%的正规扩

域!称由 ’的保持 %的元不动的自同构集组成的 456’的子群为

’在 %上的伽罗瓦群!记为 789’$%!789’$%.:;2456’<;<%.

=%>!且<789’$%<.)’-%+?若 ()*+2%@*A!’是 ()*+在 %上的
分裂域!则789’$%为方程()*+.&在%上的伽罗瓦群"%上无重
根的 /次方程 ()*+.&的伽罗瓦群与 B/的一个子群同构"若 CD!

E!C/为域 #上无关未定元!#上 /次一般方程 ()*+.*/F

CD*/FDGEG)FD+/C/.&在 %.#)CD!E!C/+上的伽罗瓦群与 B/
同构"
若 ’是 %的正规扩域!令

H
I

.:H<H是 ’的含 %的子域>!

J
I

.:J<J是 789’$%的子群>!令 KL J
I

MH
I

JMN/OJ N/OJ.:P2’<PQ.P!RQ2J>称 J的不变子域"
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!"#
$

%&
$

#%’()*+#
称 ,-!为伽罗瓦映射-,-!有以下性质"

’().*+/01&23&-

/04.’()*+#23#
伽罗瓦基本定理5"设*是6的正规扩域-上述,-!满足,7!

38&$-,7!38#$9
伽罗瓦基本定理:"对上面定义的 ,-若 &是 ’()*+6的正规

子群-则 ,.&23/01&是 6的正规扩域-反之亦然-并且

’()*+6+’()*+#;’()#+69
伽罗瓦理论的应用"
.<2方程可根号解的充要条件 域 6上方程 =.>237在 6上

可根号解?=.>237在 6上的伽罗瓦群是可解群9
阿贝尔-鲁菲尼并且证明了特征零的域上 @.AB2次一般方程

不能用根号解9
.C2尺规作图问题 指用无刻度直尺及圆规经有限步做几何

图形9利用尺规可做如下工作"<D过两点作一直线ECD用给定的圆
心及半径作圆EFD若二直线相交-可求其交点EBD若一直线与一圆
相交-可求其交点EGD若两圆相交-可求其交点9用代数的语言叙
述-即在取定直角坐标系后-每个点有确定的坐标.H-I2-每条直
线J每个圆有确定的方程 K3L>MNJ>CMKCMO>M=KMP37-称直
线或圆方程的系数为直线或圆的坐标9这样-取定直角坐标系后-
平面上每一初等几何图形有图形的坐标.一组确定实数2与之对
应9一个几何图形可用尺规作图?任意取定平面上的一个直角坐
标系-对于给定图形的任意取定了的坐标 H-I-Q-R来说-只要能
选取所做图形的坐标-使它们属于 63S.H-I-Q-R2的一个正规
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扩域 !"而#!$%&’()")为非负整数*
利用上述尺规作图的充要条件"可以解决正 +#+,(&边形的

作图问题*正 +边形可作-+’(.或 +’(/01203".,1"/45"06为
互不相同的费马素数*

现 代 代 数

7格8一种代数系统"具有两个代数运算9:;"适合以下对称的算
律"记作#<"9";&
=9=’= =;=’= 幂等律

=9>’>9= =;>’>;= 交换律

#=9>&9?’=9#>9?&
#=;>&;?’=;#>;?&

结合律

=9#=;>&’=
=;#=9>&’=

吸收律

格#<"9";&中"可定义偏序关系#适合自反性:反对称性:传
递性&@A=@>当且仅当=;>’=*于是"集<与@构成偏序集#<"
@&"并且任意二元 =">都有最大下界 =;>与最小上界 =9>*
格有等价定义A任二元 =">都有最大下界与最小上界的偏序

集*
集合 B的幂集 0#B&关于集合运算C:D作成格#0#B&"C"

D&*此时B1"B(的最大下界"最小上界分别为B1DB(与B1CB(*自
然数集E对整除关系F作成格"=">的最大下界与最小上界分别是

GG51数 学



!"#的最大公因数$!"#%与最小公倍数&!"#’( !#
$!"#%)

格中分配不等式成立"即*!"#"+
!,$#-+%.$!,#%-$!,+%"
$!-#%,$!-+%.!-$#,+%
对任意元"分配律成立的格称为分配格)即*!"#"+

!,$#-+%($!,#%-$!,+%
!-$#,+%($!-#%,$!-+%
模格是指*!"#"+"以下关系式成立的格/

#.!"!-$#,+%(#,$!-+%
模格也称为迪德金格)
分配格都是模格"但模格未必是分配格)
若格$0".%中有元素 1"对任何 230都有 2.1"则称 1是

格$0".%的全上界)若格有全上界 1"则必唯一)同样可定义格的
全下界 4"即对任何 230"都有 4.2)若有全下界"也必唯一)
格$5$6%"7%是分配格"且有全上界 1"即 68也有全下界 4"即

空集9)格$:";%有全下界 4"即自然数 18但没有全上界):<
=4>对整除关系;也作成格"$:<=4>";%既有全下界 4"$即数 1%"
又有全上界 1$即数 4%)实数集 ?对普通小于等于关系的格$?"
.%既没有全上界也没有全下界)
既有全上界1又有全下界4的格称为有界格)有界格中"对元

!"若存在元 #适合/!,#(1"且 !-#(4"则称 #是 !的一个补
元)若有界格的每个元都有补元"则称为有补格)有界分配格中"
若 !有补元"则必唯一"记作 !@)
有补分配格称为布尔格"记为$A","-%)由于每个元 !都有

唯一的补元 !@"求 !的补元可认为是 A的一元代数运算)这样"布

BC41 思 想 与 学 术



尔格有三个代数运算!"!#!$!记做%&!"!#!$’(也称为布尔代
数(布尔代数%&!"!#!$’还有以下算律)

*+,%*-’
.
,* 对合律

*"/,*-#/0

*#/,*-"1/0
德2摩根律

布尔代数%&!"!#!$’中!对每个元 *!都有 34*(若不存在

/53!/5*!使 34/4*!则称 *是原子(对任一元 /!必有原子 *!*
4/(原子*的基本性质是)对任一非零元/都有)*4/!*4/有且
仅有一个成立(
有限布尔代数中!任一非零元 *都可唯一地写成

*,67"68"9"6:!67!68!9!6:是所有4*的原子(
设有限布尔代数%&!"!#!$’的所有原子集为 ;!则%&!"!

#!$’与幂集布尔代数%<%;’=!>!?’是同构的%这里 @A表示 @
的补 ;$@’(即存在 &到 <%;’的 7B7映射 C!适合

C%*"/’,C%*’=C%/’!C%*#/’,C%*’>C%/’!C%*-’,C%*
D
’(

由于E;E,F!E<%;’E,8F!任何有限布尔代数恰有 8F个元!F
为其原子数(
布尔代数%&,G3!7H"!#!$’特别重要(它的三个运算表如

下)

" 37

337

777

# 37

333

737

$

3 7

7 3

布尔代数的元I变元!以及由有限运算"!#!$构成的符号
串!称为布尔表达式(若布尔代数 &上的 F元函数%即 &F到 &的

JK37数 学



函数!"能用布尔表达式表示"则称该函数是布尔函数#
布尔代数 $%&’(")*"+","-!上的任何 .元函数均为布尔

函数#
命题逻辑可用布尔代数 $%&’(%/")%0*"+","-!来描

述#命题作为变元"任何复合命题可用布尔表达式表示出来#开关
代数也可用布尔代数 $%&’(")*"+","-!来表述"(表示断开")
表示闭合"+表示并联",表示串联"-表示反向#任何仅用并联1
串联1反向构成的电路"都可用布尔表达式表示出来#对该表达式
的化简"相应地得到电路的简化#这是有重要意义的工作#

2模3一个代数系"抽象代数研究的内容之一#模是域上向量空间的
推广"是将向量空间的系数域改为环得到的#模范畴是同调代数研
究的主要对象"也是现代群和代数的表示理论的主要工具#
令 4是一个环"5是一个加法交换群"定义环4对5的模运

算如下67894":95"8;:是模 5中的一个元素"并且这一运
算满足下述公理678"<94":".95=&)!8;&:>.!%8;:>8
;.?&@!&8><!;:%8;:><;:?&A!&8<!;:%8;&<;:!#
这时称 5是环 4的一个左模#类似地"可以定义环 4上的右模"
若4中有单位元"且模运算满足);:%:"则5称为么模#若5"
B是 4模"C是 5 到 B的一个交换群同态"并且保持模运算678
94":95"C&8;:!%8;C&:!"称 C是模 5到 B的一个&模!同
态"平行于群和环"模也有子模1商模"模的直和等概念"有模同态
基本定理及同构定理#
一类最简单的模是循环模"若5是一个4模"存在5中的元

素 D"对于5中每个元素E"均存在4中的8E"使E%8ED"称5是
一个循环 4模"每一个循环群&8!是一个循环 F模"么环 4是一个
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循环 !模"
最常用到的模有如下几类#
$%&单模 若 !模 ’ 除()*和 ’ 外+无其它真子模+称 ’ 为

单模或不可约模"例如+若,是环!的一个极大左理想+则!-,是
单模+又如+若 .是素数+/是整数环+则/-$.&是单模"!模’是
单模+当且仅当 ’ 是一个非零循环模+而且每个非零元都是它的
生成元"一个单模的自同态环是除环+这就是有广泛应用的舒尔引
理"

$0&自由模 设’是一个!模+若有’的子集12(34546,*+

使 ’中的每一个元素 7都可以表成如下形式#728
9

:2%
;:<14:+其

中;:6!+34:61+则称1是’的一个生成元系"若表达式中的系数

;:由7唯一确定+则称’是定义在集合1上的自由模+记作="自
由模的重要性在于+任意 !模 ’都是某个自由 !模的同态象+事
实上+取 ’ 的一个生成元素(74546,*+取一个抽象集合 12(3454
6,*与之一一对应+令 =是定义在 1上的自由模+令 >#=?’+>

8
9

:2%
;:<34@ A: 28

9

:2%
;:74:+则 >是满同态"令:2BCD>+得短正合序列

E?F?=?’?E"$参见G同调代数H&"
$I&投射模 如果对于任意 !模的满同态 J#K?L以及任意

模同态 M#N?L+怛有 O#P?K+使 JQO2M+即图形

P
ORSM
KT ?

U
L

可交换+则称 P是一个投射模"以下四个命题等价#$%&P是投射
模V$0&对任何满同态 ’?P+必有 W+使 ’XPYWV$I&P2P%YP0
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时!"#与 "$均为投射模%&’(存在模 )*及自由模 +!使 +,"-"*!
这些等价叙述刻划了投射模的基本性质.由&’(可知自由模是投射
模.因此任取模 /!有投射模 "!使序列 0121"1/10正合!
此列称为/的投射表现.若/有另一个投射表现!012*1"*1
/10!则由沙鲁尔定理!2-"*32*-"!2与 2*或者均为投射
模!或者均非投射模.正是由于这个性质!投射模在模论与同调代
数中占有特殊重要的地位.

&’(入射模 这是一个与投射模相对偶的概念!其定义可由投
射模定义中将所有的箭头调转方向得到.任何一个模/都可以嵌
入到一个入射模 4中!令 56/14是嵌入映射!7,89:;<5!则有
正合序列 01/141710.
模的分解是模论的一个基本问题!主理想整环上有限生成模

的分解问题已彻底解决.
若=是整环!/是一个=模!>?/!@A?=!ABC!A>,C!称>

为 /的扭元素!否则称 >为 /的自由元素.若 /为 =上有限生
成模!则 /中全体扭元素做成 /的子模!记为

D9<&/(!若 E?/!称 FGG&E(,HI?JKIE,CL为 =模 / 中 E
的阶理想!它是=的理想.若FGG&M(,&NOP(!N为=的素元!称=M
为N准素循环模.主理想整环上有限生成模的基本结构定理是说6
主理想整环 =上任一非零有限生成模 /是一些循环模的直和6

/,=M#-=M$-Q-=MR
其中 FGG&M#(SFGG&M$(SQSFGG&MR(!FGG&MP(BC!=!#TPTA%
FGG&MU(,C!AV#TUTR.此时 D9<&/(,=M#-Q-=MA!2,=MAV#
-Q-=MR是自由子模!/,D9<&/(-2!并且称在基本结构定理
中 FGG&M#(!FGG&M$(!Q为 / 的不变因子理想!它由 / 唯一确定!
有限生成扭模 WXA&/(可唯一地表为准素循环模 =YP之直和!称
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!""#$%&为 ’的初等因子理想(它由 ’唯一确定)
由于有限生成阿贝尔群 *是一个有限生成 +模(利用主理想

整环上有限生成模的结构定理可以得到有限生成阿贝尔群的分解

定理,若 -是 .上 /维空间 0的线性变换(求 0的基使 -的矩阵
为某个标准形状的问题与 0做为.123模(#此时仍是主理想整环
上的有限生成模)&讨论.123模 0的分解有密切关系)

4交换代数567世纪初期以代数几何与代数数论为背景产生和发
展起来(并为这两个古老的学科提供了新的(有力的数学工具)交
换代数的研究对象是有单位元的交换环 8#参见9环与代数:&)事
实上(在代数几何中(需要考察基域 .上的多元多项式环 .1;<(
;6(=(;/3)而在代数数论中(需要讨论整数环+(两者即为交换环
的典型例子)
交换代数的核心概念是素理想#参见9环与代数:&)它是素数

概念的一种推广)事实上(在整数环 +中(一个理想是素理想(当
且仅当它由一个素数生成或等于零)一个交换么环8中全体素理
想构成的集合叫做环 8的谱)根据上述讨论(整数环 +的谱是集
合>#?&@?是素数AB>7A)
交换代数的主要方法是所谓分式环和局部化)令 C是交换么

环 8中的一个子集(若 <DC(且(E<(E6DC意味着 E<FE6DC(则称

C是一个乘闭子集)在 8GC上定义关系HI#J(E&H#JK(EK&当且
仅当存在LDC(使L#JEKMJKE&N7(H是一个等价关系)将#J(E&代

表的等价类记作J
E(
等价类的全体记作CM<8(则CM<8在加法IJEO

P
LN
LJOEP
EL
及乘法J

EF
P
LN
JP
EL
下做成一个环(称 8对 C的分式环)

从交换环 8得到 CM<8的过程(可以用从整数环 +得到有理数域

<Q7<数 学



!为例"事实上#令$%&’()*#$+,&就是!"最重要的分式环是取

$%-’.#其中 .是 -的一个素理想"这时 $+,-记作 -.#称为 -
在.处的局部化"-.仅有唯一的极大理想$+,.#因而是一个局部
环"在多项式环

/01,#12#3#145中#理想 .%61,+7,#12+72#3#14+748就是一
个素理想#其中 7,#72#3#74取自基域/"显而易见#这个素理想对
应于 /4中的一个点67,#72#3#748#因而研究这点邻近的几何性
质#可以用研究 -.的代数性质来实现"这就是代数簇的局部性质

6在一点邻域的性质8可以用交换代数的方法进行研究的原理"
交换代数的奠基性工作是由诺特和克鲁尔完成的"称一个环

是诺特环#若这个环满足对理想的升链条件#也就是说#任取 )9:,
9:293是一个理想的升链#则存在正整数 4#使 :4%:4;,%3"在
一个交换诺特环中#任取一个理想都可以分解为若干准素理想之
交#且这一分解在某种意义下是唯一的#而克鲁尔建立了赋值论#
局部化理论和克鲁尔维数#为古典几何提供了全新的代数工具"2)
世纪五十年代以后#交换代数得到了很大的发展#模论<同调代数#
特别是格罗腾迪克的概型理论#对交换代数的发展起到了巨大的
推动作用"

=同调代数>将代数拓扑学中的同调论略去其几何意义#平移至环
上的模范畴"这门学科是美国和欧洲的数学家于 2)世纪 ?)年代
彼此独立提出并发展起来的"现在#同调代数已成为研究群<环<一
般代数<李代数<代数几何的不可缺少的有力工具#同调一词出自
希腊文#意指和谐一致"
平行于代数拓扑#我们可以定义复形及其同调模"令 -是有

单位元的环#4@&#A4是 -模#则模与同态的序列

2B), 思 想 与 学 术



!"#$%&’"
($%&

#$’"
($

#$)&’"!
称为一个复形*若 ($($%&+,*这一复形记作-#*(./0$+123($叫
作 $循环*4$+56($%&叫作$边缘/由复形的定义条件4$70$*8$
-#*(.+0$94$叫作第$个同调模/如果对任意整数$*4$+0$*换
言之*8$-#*(.+,*则称-#*(.是一个正合列/例如令 #是任意

:模*;<=>"#是投射模 =>到 #的一个满同态/以 ?>+123;代
替 #*作投射模 =&到 ?,的满同态 (&*!*由归纳法*得到一个正
合序列<

!"=@’"
(@

=&’"
(&

=,’"
;

#’",
使得#右边的项皆为,*称为#的投射分解/类似地*运用一个模
到入射模的嵌入*可以得到模的入射分解/最后*若正合序列-#*
(.中除三个互相连接的项外皆为 ,*即

,’"#@’"
(@

#&’"
(&

#,’",
即称为短正合序列/这时 (@是单射*(&是满射*且 123(&+56(@/
同调代数的主要内容是研究 AB6函子*C函子*及其导出函

子 DEF和 GB3/现举例说明如下<固定一个左 :模 H/AB6-H*
I.<:J"HK是从左 :模范畴到 LM2N群范畴的一个函子*任取左

:模 4*令

!"=@’"
(@

=&’"
(&

=,’"
;

;
4’",

是 4的一个投射分解/

!"AB6-H*=@.’’’"
AB6-H*(@.

AB6-H*=&.’’’"
AB6-H*(&.

AB6-H*=,.’
",
是一个复形*这个复形的第 $个同调模记作 OPQ$-H*4.+

123AB6-H*($.956AB6-H*($%&.*且 DEF,-H*4.+AB6-H*

RS,&数 学



!"#称模 $是模 !借助 %的扩张&若有短正合列

’(!($(%(’#
也就是说&!是 $的一个子模&而 $对这一子模的商模恰好是 %#
两个扩张 $与 $)称为等价&若有交换图

$
* +

’,(! -. %,(’
+ *
$)

此处 .必为模同构#这样定义的等价是一个等价关系&令/0%&!"
表所有等价类的集合&可以证明 /0%&!"与 12340%&!"一一对应#
计算各种群5环或代数的上同调模与同调模是这门学科的重

要研究课题#

6范畴论7范畴和函子的理论是由艾伦伯格与麦克莱恩于 489:年
正式提出来的#这个理论一经提出就受到数学家们的普遍欢迎并
迅速深入到数学的各个领域&成为一种统一的行之有效的数学语
言#
一个范畴 ;由下述三要素组成<04"一类象元 %&!&;&=>0?"

;中的任意两个象元的有序对0%&!"对应着一个集合 ;0%&!"&
集合中的元素称为射元>0@"ABC;0%&!"&DC;0!&;"&乘积 DEB
C;0%&;"&且乘法符合以下三条公理<F若有序对0%&!"G0%)&
!)"&则 ;0%&!"H;0%)&!)"IJ>K若 BC;0%&!"&DC;0!&
;"&LC;0;&M"&则 LE0DEB"I0LED"#B有结合律>N对任意象
元 %&有恒等射元 4%C;0%&%"&使得ABC;0%&!"&有 BOP%IB
IP%OB#按照这一定义&集合论研究的是集合范畴 Q&其象元是集
合&而射元是集合之间的映射>群论研究的是群范畴 R&其象元是

9S’4 思 想 与 学 术



任意群!而射元是群同态"拓扑学研究的是拓扑空间范畴 #$%!其
象元是拓扑空间!而射元是拓扑空间的连续映射&在上述三个特例
中!射元的合成是自然的!且满足范畴所要求的三条公理&
从范畴 ’到 ’的一个函子 ()’*’+是一种双重意义的对应&

一方面!它将 ’中的每一个象元 ,取 ’+中的一个象元 (-,.与之
对应&另一方面!/01’-,!2.!有(-0.1’+-(-,.!(-2..与之对
应!且满足 (-3,.43(-,.!(-560.4(-5.7(-0.!例如令 ’是群范
畴!’+是全体交换群作成的范畴&对任意群 8!8-3.记 8的换位子
群!令 (-8.4898-3.!若 0)8*:是一个群同态!令 (-0.)898-3.

*:9:-3.是 0在商群上的诱导同态!则 (是一个函子&

;李群和李代数<李于 3=世纪创立!并由基灵>嘉当>外尔等人于

3=世纪末 ?@世纪初加以完善和发展的重要代数学分支&
李群是兼有代数和分析结构的一种数学系统&8是一个李群

意味着)-3.8是一个群"-?.8是一个实或复的解析流形"-A.对于

8的任意元素B!C!-B!C.*BCD3所定义的8E8*8的映射是一
个解析映射&例如 8F-G!H.-或 8F-G!’..!G维实-或复.向量空
间的所有自同构组成的群!是一个李群&
考虑李群8在单位元I处的切向量空间J!它是有限维的&在

J内引入运算
KB!CL4BCDCB! /B!C1J

就赋予了J一个代数结构!称为对应于 8的李代数!李代数的运
算适合反交换律)KB!CL4DKC!BL及雅可比恒等式KB!KC!MLLN
KC!KM!BLLNKM!KB!CLL4@&进一步!任一有限维向量空间J!若
有J中满足上述条件的双线性二元运算!则称J是一个李代数&
李的基本定理)两个单连通李群同构的充分必要条件是它们

OP@3数 学



有同构的李代数!任一抽象的李代数必为一单连通李群的李代数"
令#是域$上的一个李代数%&%’是#的子空间%记(&%’)

*+,(-%.)/有限和01-2&%.23’4%则(&%’)是 .的一个子空
间"如果(&%#)5&%称&是#的子代数%如果(&%#)5&%称&是
#的一个理想"由于(&%#)*(#%&)%李代数的理想都是双边的"
称一个李代数#是单的%如果#除了本身和+64以外%不含其它的
理想"复数域上单李代数的结构和分类%早在 78世纪末就已经得
到%在同构的意义下%它们只有 9:/:;70<=:/:;70<>:/:;70<?:/:
;@0这四类和五个例外李代数%分别记作 AB%CD%EF%EG%EH%它们
的维数分别是7D%IB%GH%7@@和BDH"例如9:由全体迹为6的/:J
70阶复方阵组成%这些单李代数都可以用一种非常简单的图形%即
所谓邓肯图刻划出来%例如 9:对应的邓肯图是

KKKL M L L L
7 B @ :N7 :

这个漂亮的分类定理是运用基灵型%嘉当子代数%外尔群等概念证
明的"

78FH年%卡茨和穆迪彼此独立地提出了一类新的李代数%可
看作复单李代数在无限维情况的自然类比%称之为卡茨N穆迪代
数"目前对这种代数及特征OP6的域上的李代数的研究正方兴未
艾"

Q代数几何R现代数学的一个重要分支%同时也是一个历史悠久的
古老课题%代数几何起源于对平面上的代数曲线的研究"如我们在
解析几何中熟知的直线和二次曲线/包括椭圆<双曲线<抛物线0"
由于次数为一或二的曲线都是有理曲线%它们在代数几何的意义
下同构于直线"故而人们一般认为%代数几何始于 78世纪上半叶
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关于三次或更高次的平面曲线的研究!例如阿贝尔在 "#$%&"#$’
年提出的椭圆曲线!方程 ($)*+,*是复平面上的一条椭圆曲
线-再如著名的费马猜想可以归结为下述问题.在实平面中!由方
程 */"0*/$)"定义的曲线1费马曲线2!当 /3+时没有坐标都是
非零有理数的点-对于这个经典问题的研究!近年来运用代数几何
的方法获得了重大突破-"’#+年!法尔廷斯证明了!费马方程在 /
34时最多只有有限多个非零有理解-
在现代数学中!代数几何的基本研究对象为.令 5是一个固

定的域!在任意维 5的仿射或射影空间中!由若干个代数方程的
公共零点所构成的集合叫作一个代数簇!这些方程叫作这个代数
簇的定义方程组-一个代数簇通常记作6!定义方程组中方程的系
数及 6中点的坐标取自 5!5叫作 6的基域-代数几何就是用代
数的方法研究代数簇的几何特性-实或复平面上的代数曲线当然
是代数簇的一个特例-如果一个代数簇6不能分解成两个比它小
的代数簇的并!则称6是不可约的-这时!定义在6上的有理函数
的全体构成一个域!叫作 6的有理函数域-它是基域 5上的一个
有限生成的扩域1见域论2-通过这样的对应!将一个几何实体与有
限生成的扩域这样一个代数问题紧密地联系起来-
人们对代数簇的研究通常分为局部和整体两个方面-局部方

面的研究主要是用交换代数的方法讨论代数簇中的奇异点以及代

数簇在奇异点周围的性质-作为奇异点的例子!可以考察由方程

*$,(+)7-所定义的平面曲线中的原点17!72!这是一个歧点!当
前代数几何的研究重点是整体问题-主要是代数簇的分类以及给
定的代数簇的子簇的性质-同调代数的方法在这类研究中起着关
键的作用-
黎曼是对代数几何的发展作出过杰出贡献的数学家-他于
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!"#$年引入的代数函数论%使代数曲线的研究获得了决定性的突
破%运用代数函数域的概念%黎曼定义了代数曲线的一个最重要的
数值不变量&方格’这也是代数几何历史上的第一个绝对不变量%
既不依赖于代数簇对空间的嵌入的不变量%黎曼还提出了黎曼(
罗赫定理的原始形式’这一著名的定理%是由希莱布鲁赫和格罗腾
迪克完善并证明的’

)*世纪 #*年代以后%代数几何的研究对象又从代数簇拓广
到了概型’它允许点的坐标在任意有单位元的交换环中选取%并允
许结构层中存在幂零元’概型理论是由格罗腾迪克建立的’它完
成了代数几何与代数数域算术的完美的统一%使得人们可以用几
何方法来研究代数数论的一些经典问题%例如费马猜想’

微 积 分 学

+微积分学,分析数学是在微积分学基础上形成的%其研究内容包

括极限理论-微积分学-微分方程-函数论-泛函分析与傅里叶分析

等分支’它的产生与发展是由于力学-天文学-几何学等领域中所

提出的问题的推动’例如%求曲线的切线等导致微分学的产生%而

求平面曲边图形的面积等则是积分学的最早发源地之一’
作为微积分学的基础的极限的思想%可以追溯到古代’我国

.庄子/0公元前 1"2()"34有5一尺之棰%日取其半%万世不竭6的

论述’公元前 #世纪希腊人已有了无限小的概念’但微积分是在
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!"世纪才产生#其标志是牛顿的$流数法%和莱布尼茨的$逆切

法%&微积分的产生与运用#解决了许多长期使人困惑的问题&经
过达朗贝尔’拉格朗日’阿贝尔’波尔查诺等人的探索#直到 !(世
纪#柯西建立了严格的极限理论#才奠定了微积分的基础#又经外

尔斯特拉斯的完善#形成了现在的数学分析&而且由此发展出函数
论’微分方程’泛函分析等#使分析数学成了数学的一大分支&

极限理论

)函数*设 +和 ,是两个非空的实数集合#-是某一规则#若对 +
中的每个 +#由 -有 .中唯/的 .与之对应#就称 -是定义于 +上

的一个函数#记作 -0+1,#或 .2-3+4#称 +为函数 -3+4的定义
域#,为其值域#+为自变量#.为因变量&研究函数一般从下列简
单性质入手0有界性’单调性’奇偶性’周期性’渐近性等&

)复合函数*设函数 .25364的定义域为 7#62-3+4的定义域为

+#值域为 789:#则 .253-3+44定义了一个函数#称为复合函
数#例如 .2;<=>?+#此时 -3+42=>?+#53642;<6#这个复合函数
的定义域是3@AB#3@AC!4B4&

)反函数*设 .23+4为已知的函数#若对每个 .D,#有唯一的 +D

(EF!数 学



!与之对应"使 #$!%&’"!成了 ’的函数"记为 !&#()$’%"#()称

为 #的反函数*习惯上以 !表示自变量"’表示因变量"故 ’&#

$!%的反函数为’&#()$!%*例如’&+,-!与’&./0+,-!互为反函

数"在同一坐标系中"’&#$!%的图象和 ’&#()$!%的图象关于直

线 ’&!对称*$图 )%*

图 )

1隐函数2若能由函数方程 3$!"’%&4确定 ’为 !的函数 ’&#
$!%"则称 ’是 !的隐函数*

1多元函数2设点$!)"5"!6%789:6";9:)"若对每一点$!)"

5"!6%78"由某规则#有唯一的<7;与之对应"则称#为一个6
元函数"记作 <&#$!)"5"!6%"8为其定义域";为值域*

1基本初等函数及其图象2幂函数 ’&!=$=>4为任意实常数%定
义域?@=为正整数时为$(A"BA%"=为负整数时是$(A"4%
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!"#$%&’()*+,-"-
为正整数’.当 -是奇数时为"/&$%&’$

当 -是偶数时为"#$%&’(0*+123"1$3互素’$作为 4+"51’,23

的复合函数进行讨论6"图 789’6

图 7

图 9

:指数函数;4+<5"<=#$<>,’6定义域为"/&$%&’$值域为"#$
%&’6<=#时是严格单调增加的函数(#?<?,时是严格单减函
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数!对任何"#图形均过$%#&’点!()"*与()$&"’
*的图形关于(

轴对称$图 +’!

图 +

,双曲函数-()./*)0
*101*
2 #()3/*)0

*401*
2 #()5/*)./*3/*)

0*101*
2
依次叫做双曲正弦函数6双曲余弦函数及双曲正切函数#

统称双曲函数!它们的反函数分别记作()789./*#()783/*#()
785/*#统称为反双曲函数!()78./*):;$*4 *2< 4&’#()

783/*):;$*4 *2< 1&’#()785/*)&2:;
&4*
&1*!

双曲函数列表于下=

双曲正弦 双曲余弦 双曲正切 双曲余切

>*1>1*

2
>*4>1*

2
>*1>1*

>*4>1*
>*4>1*

>*1>1*

,对数函数-():?@"*$"A%’#定义域为$%#4B’#值域为$1B#4
B’#"A&时是严格单增的#%C"C&时是严格单减的!不论"为何
值#对数函数的图形均过$&#%’点!对数函数与指数函数互为反函
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数!以"#为底的对数称为常用对数$简记为%&’!在科学技术中普
遍使用的是以 (为底的对数$即自然对数$记作 %)’*图 +,!

图 +

-三角函数.列表于下*/正弦0即正弦函数1,
记法 定义域 值域 周期

正弦 23)’ *45$65, 74"$"8 9:

余弦 ;<2’ *45$65, 74"$"8 9:

=>#"数 学



图 !

正切 "#$
$% &’()&
*)为整数+
的一切实数

*,-.(-+ &

余切 /"#$
$%)&

*)整数+
*,-.(-+&

01/"#2

31"#2

图 4

5反三角函数6列表于下7

反正弦 89/:;<$ =,>.>? =, &’.
&
’?

反余弦 89//@:$ =,>.>? =A.&?

反正切 89/"#$ *,-.(-+ =, &’.
&
’?

反余切 89//"#$ *,-.(-+ *A.&+
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图 !

"#$空间%$维欧氏空间&’()’*+’,+-+’$./012’32415+
其中区间定义为6(&’/732’3283+3(*+,+-+$59这里73+83:#+
且 73283+73和 83可分别取为01与41+点 ’()’*+’*+-+’$.+

;();*+;,+-+;$.间的距离 <)’+;.(/’0;/( =
$

3(*
)’30;3.>

,+

距离(<)’+;.具下列三性质?<)’+;.@A+<)’+;.(AB’(;C<
)’+;.(<);+’.C<)’+;.D<)’+E.4<)E+;.9

"邻域%设 7:#$+FGA+称集 H(&’:#$?<)’+7.2F5为点 7的 F
邻域+记作 I)7+F.+称 F为这个邻域的半径+也称 I)7+F.为开球9
例如+平面 #,上点 JA)’A+;A.的 K邻域是满足 <)J+JA.(

)’0’A.,4);0;A.> ,2K的点集+亦即以 JA为中心+以 K为半径

LMA*数 学



的圆的内部!

"内点#设集合$%&’(点)*&’!若存在+,-(使./)(+0%$(则称

)为$的内点!如果$的每一点都是$的内点(就称$为开集!例
如直线上的开区间/)(10/)210就是开集!

"外点#设 345$(如果存在 34的 6邻域 ./34(60(它不含 $的点(
就称 34是 $的外点!

"边界点#设 37*&’(37既可属于 $(也可不属于 $(若对 37的任
何邻域./37(80(其中既含 $的点(又含有不是 $中的点(就称

37是 $的边界点!例9&:中的以/;-(<-0为中心的圆9/;=;-0:>
/<=<-0:?+:(当不等式成立时(@/;(<0为内点(使等式成立的点(
为边界点!

"极限点/零点0#若对 )的任一邻域./)(+0(均有 $A/./)(+0=
B)C0DE(就称 )是集合 $的一个极限点!下面几个命题是等价
的9)是 $的极限点F)的任一邻域中均含有 $的无限多个点F$
中有点列B)’C()GD)H/HDG0()’D)(/’I4(:(J0而 )’K)!

"孤立点#设 ;-*$(若存在 ;-的邻域 ./;-(+0使/./;-(+0=
B;LC0A$IE(则称;L为$的孤立点!$的全体极限点所组成的
集合称为$的导集(记作$M!若$M%$(则称$为闭集!$N$M称
为闭包(记作$O(当$MI$时称$为完全集!任意个开集的并是开
集(有限个开集的交为开集P任意个闭集的交为闭集P有限个闭集
的并为闭集!

QR-4 思 想 与 学 术



!连续统"微积分学是建立在极限理论基础上的#而极限论又基于
实数的完备性$连续性%&从有理数集 ’出发建立实数系#有多种
方法#戴德金分割理论是其中的一种&
设 ()’#(关于 ’的余集 (*+

’,(#当且仅当满足-$.%(/0且 (*/0#$即 (/’%1$2%345(#
34*5(*#有 464*#$在 ’的序的意义下%1$7%(没有最大的$有理%
数#就称 ’的分类$(#(*%是一个戴德金分割&并称 (为这个分割的
下类#(*为上类&当且仅当$(#(*%的上类有最小的数时#说 (是有理
实数1当且仅当 (*没有最小的数时#(是一个无理实数&8割口9的
数仍记为 (&这就是说#在上下类的分界处#若有8空隙9#便填充了
一个无理数&将实数域记为:&例-(+’;<=>?<=45’@A4262?#

(是实数B2&’;#’@分别为负C正有理数集&

!序"3(#D5:#当且仅当 (*ED/0时#称 (小于 D#记作 (6D#或 D
大于(#记作DF(&8序9具有三歧性#3(#D5:#下面三种情况恰有
一种成立-(+D#(6D#D6(1传递性#(6D#D6(G(6(#关于正实
数C负实数#零#四则运算$做除法时须除数不等于零%#遵守通常的
算律#对这些运算构成了实数域&实数域:也叫数的连续统&实数
域具有$.%稠密性-3(#6D#存在有理数 H使 (6H6D1$2%I实数
集的阿基米德性-3(5:@#总存在 JK5L@$正整数集%#使 (6
JK1$7%:没有最大数#也没有最小数1$M%完全$备%性-设=N#NO?
是一个再分割#则上类 NO必有最小数&也就是说#:不再有8空
隙9&
与实数集完备性有关的基本定理-$.%闭区间套定理#以自然

数为自变量的函数 P-QRS叫做序列1设 S.#S2#T#SJ#T是集合

UU>.数 学



的序列若 !"#!$#%#!&#%’则称它是区间套(对于任何闭区
间套 )"#)$#%#)&#%’且*+,-’.)/’使其长0)/01+’则存在唯

一的一点234
5

/6"
)/78$9有限覆盖定理’设:6;!<是由一些集合!

构成的集族’如果 =>?
!3:
!’就说 :覆盖集合 =若一个闭区间@A’

BC被一个开区间族;!<所覆盖’则存在;!<中有限个开区间仍覆盖

@A’BC78D9极限点定理E设点F3G的任意小的邻域包含!>G的
一个无穷子集’就称点 F3G为集合 !的极限点7引理E每个有界
无穷集至少有一个极限点78H9非空有上界函数集必有上确界7设
集合 I>G’若 J满足E8K9*!3IL!MJ(8KK9若 J$N是 I的上
界’则JMJN’J为I的上确界’记为J6OPQI7下确界仿此7极
限 R是微积分最基本的概念之一’极限理论是微积分学的基础7
数列8序列9的极限 8"9给定数列;!&<及实数 A’若*+,-’

.S3T’使当 U,T时’有0VUWX01Y’就称 X为数列;VU<的极
限’此时称数列;VU<为收敛的’或;VU<收敛于 X’记为Z[\

U]5
VU6X’或

VU]X8U]5时978$9若对任意给定的^,-’.T3T’使当U,T
时有VU,^’就称VU趋于正无穷大’记为Z[\

U]5
VU6_57同理可定

义 Z[\
U]5
VU6W5’Z[\

U]5
V‘657

收敛数列的性质与运算法则E8"9VU]X8U]59则 X是唯一
的(8$9;VU<收敛则必有界(8D9设有两个数列;VU<’;aU<’VU]b’aU
]c’则数列;VUdaU<’;VUaU<’;VUeaU<分别收敛于 bdc’b’cfbe
c’8cg-97
数列收敛性的判别法则E8"98柯西收敛原理9E;VU<收敛的充

分必要条件是E*Y,-’.T,-’当 U’UN,T时’0VUWVUN01Y(
8$9单调有界数列必有极限8对任意 hiT’VhMVh_"’就称;VU<为单
调不减数列(若为严格不等式Vh1Vh_"’称;VU<严格单增数列7单

jk-" 思 想 与 学 术



减数列仿此!"#$!%&’(为单增数列)%*’(为单减数列)且&’+*’)又

*’,&’-.#’-/!)则两个数列的极限存在且相等"#0!若%&’(有
极限 1)则其任何子列 &’2)&’3)4)&’5)4有相同的极限 1)子列是
保持%&’(的原有次序的部分数列"#6!任何有界数列必可选出有
极限的子列"#7!设 &’8*’89’#’:2)3)4!)又;<=

’-/
&’:;<=

’-/
9’:1)

则;<=
’-/
9’:*"#>!#施笃!定理!对数列%&’?*’(若#<!’@AB#AB为某

一自然数!时)*’C2D*’E#<<!;<=
’-/
*’:C/E#<<<!;<=

’-&
F&’C2,&’G?

F*’C2,*’G:H#有限或I/!)则 ;<=&’?*’:H"

J函数的极限K若对于LMD.)NOD.)使当 .+P&,1P+O时)有P
Q#&!,HP+M)则称函数Q#&!在点1的极限为H)记作;<=

&-1
Q#&!:

H)或 Q#&!-H#&-1!"若LRD.)NOD.)使当 .+P&,1P+O
时)Q#&!DR"则称 Q#&!趋于正无穷大)记作;<=

&-1
Q#&!:C/)或

Q#&!-C/#&-1!"仿此可定义 Q#&!-,/#&-1!与 Q#&!-
/#&-1!"
单侧极限 在上述定义中)限制自变量 &D1#+1!)则称 H

为 Q#&!当 &-1时的右#左!极限)记作;<=
&-1C
Q#&!:H)或 Q#1C.!

#;<=
&-1,
Q#&!:H)或Q#1,.!)显然)当且仅当 Q#1C.!与Q#1,.!都

存在且相等时;<=
&-1
Q#&!才存在"

极限的性质与运算规则S#2!设 QST-U)VST-U均有极限 Q
#&!-H)V#&!-W#当&-1时!)且H+W)则存在1的空心邻域X
#1!使当 &YX#1!时)Q#&!+V#&!"#3!设 QST-U)VST-U)
ZST-U)Q#&!8V#&!8Z#&!)
;<=
&-1
Q#&!:;<=

&-1
Z#&!:[)则

\>.2数 学



!"#
$%&
’($)*+,(-)设!"#

$%&
.($)*/0

!"#
$%&
’($)*10则!"#

$%&
2.($)3’($)4

*/315!"#.($)’($)*/10
!"#6($)7’($)*/71(189),
函数极限存在的判别法则(:)(柯西准则)0当 $%&时 .($)

存在极限的充分必要条件是;对于<=90存在>=90只要?$@&?A
>及?$B@&?A>0便有?.($)@.($B)?A<5(C)单调有界函数必有
极限存在,(-)$%&时.($)有极限/的充分必要条件是;对任意
收敛于 &的数列2$D4(D*:0C0E)都有 !"#

D%F
.($D)*/,

洛必达法则 (此法则在掌握导数计算后应用)(:)设 .($)0
’($)在9(&0>)上连续0且!"#

$%&
.($)*!"#

$%&
’($)*90在 9(&0>)上 .B

($)0’B($)存在且’B($)890!"#
$%&
(.B($)7’B($))存在(可以是无

穷大)0则下式(G)
!"#
$%&
.($)7’($)*!"#

$%&
.B($)7’B($)成立5(C)把&换成HF或@F

时0命题仍成立5(-)设 .($)0’($)在9(&0>)上连续且 !"#
$%&
’($)H

F(或@F)0.($)0’($)在空心邻域 9(&0>)可微且’B($)890!"#
$%&

(.B($)7’B($))存在(可以是无穷大)0则(G)式成立5(I)9JF
型0F@F型等可化为 979型或F7F型来求极限,
两个重要的极限 !"#

$%9
K"L$7$*:0(式中的 $要用弧度来度

量)5

!"#
$%F
(:H:$)

$*M,

无穷小量与无穷大量;(:)极限为零的量称为无穷小量,在同
一过程中两个无穷小量之和仍为无穷小量0无穷小量与有界变量
之积为无穷小量,显然0有极限的变量等于常数加无穷小量,(C)

9N9: 思 想 与 学 术



极限为!的变量称为无穷大量"#$%关系&#’%(#)%为无穷小量*则

+,(#)%为无穷大量*反之亦然"#’’%设 -#)%在空心邻域 ./#0%上
不为零*(#)%*-#)%均为无穷小#大%量&当1’2

)30
(#)%,-#)%456/

时*记作 (#)%75 -#)%#)30%*称 (#)%与 -#)%为同阶的无穷
小#大%量8当 54+时*则称它们为等阶的无穷小#大%量8#’’’%若 (
#)%*-#)%均为无穷小#大%量*1’2

)30
(#)%,-#)%4/*称 (#)%是比 -

#)%高#低%阶的无穷小#大%量*#’9%若 (#)%*-#)%均为无穷小

#大%量*1’2
)30
(#)%#-#)%%:45*则称 (#)%为 -#)%的 :阶无穷小

#大%量"

;上极限和下极限<考虑数列=>?@#?4+*A*B%*#+%设=>?@有上界*
即 >?CD*于是=>?E+*>?EA*B@有上界*从而上确界存在&令 D?4
FGH=>IE+*B@"#0%若=D?@收敛*定义=>?@的上极限为1’2

I3!
FGH>?4

1’2
?3!
D?8#J%若=D?@发散于负无穷大*记1’2

?3!
FGH>?4K!"#A%若

=>?@没有上界*记 1’2FGH>?
?3!

4!"#$%当=>?@收敛时*必有1’2FGH
?3!

>?41’2
I3!
>?"#L%设=>?@是有下界的实数列*从而下确界存在&M?4

’NO=>?*>?E+*B@*P0若=M?@收敛*定义=>?@的下极限为 1’2’NO>?4
1’2
?3!
M?"PJ若=M?@发散于无穷大*记1’2’NO

?3!
>?4!"#Q%若=>?@没有下

界*记 1’2’NO>?4K!"#R%当=>?@收敛时*有1’2’NO
?3!

>?41’2
I3!
>?"

#S%1’2’NO
I3!

>?C1’2FGH
I3!

>?"#T%设=>?@是有界的实数列*且 >?CU?则

1’2’NO
I3!

>?C1’2FGHUN81’2’NO
I3!

>?C1’2’NO
I3!

U?"#V%1’2FGH#>?EU?%C

1’2FGH>?E1’2FGHU?W

1’2’NO#>?EU?%X1’2’NO>?E1’2’NOU?"

+T/+数 学



!函数的连续性"设函数 #$%&在点 ’的某邻域内有定义(若)*+
%,’
#

$%&-#$’&.就称 #$%&在点 ’连续.称 ’为 #$%&的连续点(当 #
$%&在区间 %内的每点都连续时.就称 #$%&在 %内连续(记作 #
$%&/0$%&(%可以是开区间1半开区间或闭区间(#$%&在点’的
连续蕴含下面三个式子成立2

)*+
%,’34

#$%&-#$’34&

)*+
%,’54

#$%&-#$’54&
$6&

#$’34&-#$’54& $7&
#$’34&-#$’&-#$’54& $8&

当只有$6&.$7&成立时.称 ’为可去间断点9当只有$6&式成立时.
称 ’为第一类间断点.$6&式不成立.称为第二类间断点(若只有

)*+
%,’54

#$%&-#$’&成立.就称 #$%&在点 ’为左连续的.若 )*+
%,’34

#

$%&-#$’&成立.则为右连续的(若#$%&.:$%&都在%内连续.则

#$%&;:$%&.#$%&<:$%&与 #$%&=:$%&.$:$%&>4&都在 %内
连续(连续的复合函数仍为连续函数.若 ?-:$%&在点 %4连续.:
$%4&-?4.@-#$?&在 ?4连续.则复合函数 @-#$:$%&&在 %4点连
续(基本初等函数在其定义域内都连续(
一致连续性2设#$%&在%上满足2对于任意的AB4.存在C-

C$A&B4.使对于一切 %6.%7/%.当D%65%7DEC时.总有D#$%6&
5#$%7&DFA.就称 #$%&在 %内一致连续(
闭区间G’.HI上连续函数的性质2#$%&在G’.HI上连续.则$6&

$康托尔定理&2#$%&必于G’.HI上一致连续9$7&必有界9$8&必能
达到上确界与下确界9$J&设#$’&-K.#$H&-L.对于K与L之间
的任一数 0.存在 M/G’.HI.使 #$M&-0(特别.若 #$’&#$H&F4.
则存在 M/$’.H&使 #$M&-49$N&严格单调函数的反函数存在且为

7O46 思 想 与 学 术



严格单调的连续函数!

微 分 学

"微分学#曲线的切线!设函数 $%&’()的图象为 *+,’(-+$-)是 *
上的一个点!欲求点 ,处 *的切线+作割线 ,.+.的坐标是’(-/
0(+$-/0$)+,.与(轴夹角为1+231%4.5,4%6&’(-/0()
7&’(-)850(+令0(9-+得’在极限存在的条件下)23:% ;<=

0(9-

0$50(+23.就定义为切线 ,>在 ,点处的斜率!

导数 设给定函数 $%&’()+在点 (-处给 (以改变量0(+
相应地&’()的改变量为0$%&’(/0()7
&’()+若极限;<=

0(9-
0$50(存在+就称此极限为 &’()在点 (的导

数+记作

&?’()或@$’()@( !若在区间(内的每点(+导数都存在+就称&’()

AB-C数 学



在 !内可导"并称 #$%&$’!(% )*+
,!-.
/&’!0,!(1&’!(23,!

为函数 #%&’!(的导函数4它的几何意义是曲线切线的斜率4其
物理意义可以是运动物体的瞬时速度5设运动方程为 6%6’7("其
中 6表示距离"7代表时间"在/7"70,72时间段内的平均速度是/6
’70,7(16’7(23,7"令,7-."若极限 8%)*+

,7-.
/6’70,7(16

’7(23,7存在4就定义为 7时的瞬时速度4
分别称 )*+

,7-.1
/&’!0,!(1&’7(23,!与 )*+

,7-.0
/&’!0,!(

1&’7(23,!为!处的左9右导数4显然"#%&’!(在!可导的充
分必要条件是 !处的左9右导数都存在且相等4

基本初等函数的导数

函数 &’!( 导数 &$’!(

:’常数( .

!; ;!;1<

=! >?)@>

)AB>C?C <3’?)@>(

D*@! EAD!

EAD! 1D*@!

FB! <3EADG!

EFB! 1<3D*@G!

>HED*@! <3 <1!I G

>HEEAD! 1<3 <1!I G

>HEFB! <
<0!G

DJ! EJ!

EJ! DJ!

KL.< 思 想 与 学 术



!"# $%&"’#

&!( )$%*"’#

+,&"#-./012 $2#3 ’4 $% $2#3 ’

+,&"#-./0#5 #’3 )$ 5$% #’3 )$

+,!"#- $’./
$2#
$)#

$
$)#’

+,&!"#- $’./
#2$
#)$

$
$)#’

+,&.6# ) $
$2#’

导数的运算法则

设 70#4与 80#4都可导9则

:70#4580#4;<-7<0#4580#49
:70#480#4;<-7<0#480#4270#48<0#49

70#4=

>

?

@80#4
<

-7<0#480#4270#48<0#48’0#4
080#4AB4

参数式给出的函数 #-#0C49D-D0C49则

ED
E#-

D<0C4
#<0C4 0#<0C4AB4F

D-70#49其反函数 #-G0D49则

G<0D4-$%7<0#4
D-70H49H-80#49则 D-7080#449

ID
I#-7<0H48<0#4F

导数运算的链式法则 设 H-G0#49在 #点可导9在对应点

JKB$数 学



!"#$%&!’也可导"则复合函数 #$%&(&)’’在 )点可导"且*#*)$

*#
*!+

*!
*)$%,&!’+(,&)’-

微分 一个变量在变化过程中的线性主要部分称为微分-给
定函数 #$%&)’"若自变量的改变量.)"如果.#$/.)01
&.)’&.)21’"其中 /是 )的函数"与.)无关"此时

/.)就是 %&)’在点 )的微分"记作 *#$*%&)’$/.)$/*)"
&自变量的微分 *)$.)’-若 #$%&)’在点 )可导"则 *#$%,
&)’*)可导与可微互为必要条件"由求导法则便得到相应的微分
法则-
一阶微分形式不变性3设有复合函数 #$%&!’"!$4&)’"则

*#$%,&4&)’’4,&)’*)$%,&!’*!"这与 *#$%,&)’*)形式相
同"称为一阶微分的形式不变性-
高阶导数与高阶微分 将一阶导函数 #,$%,&)’再求导"便

得二阶导数-5阶"6"7阶导数"可相似定义并分别记为 #8$%8
&)’"#9$%9&)’"6"或 #&:’$%&:’&)’"#&5’$%&5’&)’"6#&7’$%&7’

&)’"6"从四阶开始不再使用;<=来表示高阶导数-计算法则3
>%&)’?4&)’@&7’$%&7’&)’?4&7’&)’

>%&)’+4&)’@&7’$%&7’&)’
0AB7%&7CB’&)’4,&)’0A:7%7C:&)’+48&)’060AD7%7CD&)’

4&D’&)’
060%&)’4&7’&)’ &E’
&E’式便是著名的莱布尼兹公式-
高阶微分3一阶微分的微分"称为原来函数的二阶微分"记为

*:#$*&*#’F一般地"*&70B’#$*&*&7’#’-关于乘积函数 !&)’G&)’
的 7阶微分"有莱布尼兹公式3

HI1B 思 想 与 学 术



!"#$"%&’$()
#

*(+

,

-

.

/

#
*
!#0*%!"*$’1"!+%(%2!+’(’$3

4微分中值定理5若 6"7$在点 7+的某邻域 8"7+29$内有定义2且

6"7$:
6"7+$"或 6"7$;6"7+$$2就称点 7+为 6"7$的局部极大"或极
小$值点2相应地2称 7+处的函数值 6"7+$为极大"或极小$值3
费马定理<若 6"7$在极大值"或极小值$点 7+的某邻域内可

微2则6="7+$(+3
罗尔定理<若 6"7$在>?2@A上连续2在"?2@$可微2且 6"?$(6

"@$2则存在点 B属于"?2@$2使 6="B$(+3
拉格朗日定理<若6"7$在>?2@A上连续2在"?2@$可微2则存在

点 BC"?2@$2使 6"@$06"?$(6="B$"@0?$3
柯西定理<若 6"7$和 D"7$在

>?2@A连续2在"?2@$可微2D="7$E+2则存在 BC"?2@$使>6"@$0
6"?$AF
>D"@$0D"?$A(6="B$FD="B$3
达布定理<6"7$在>?2@A上可微2则 6="7$的值域为一个区

间3
泰勒公式<把任意函数表为某点邻域内的近似多项式3设 6

"7$在含有 7+的闭区间上连同其 #阶导数都连续2并有 #GH阶

导数2则 6"7$(6"7+$G6="7+$"707+$G HIJ6K"7+$"707+$
IG

LG H
#J6

"#$"7+$"707+$#GM#"727+$2称为泰勒公式2其中的

M#"727+$叫做 #阶余项3余项的几种形式<
皮亚诺形式<M#"727+$(N"O707+O#$

PQ+H数 学



柯西形式!"#$ %#&’
#(%)*+(,)*-*+..)%-,.#)*-*+.#(%

)+/,/%.

拉格朗日形式!"#$ %
)#(%.&’

#(%)0.1)*-*+.#(% )0在 *+与 *

之间.2
利用导数来研究函数的动态3设

’)*.在45367连续3在)536.有有限导数 ’8)*.3则!)%.’)*.9常
数:’8)*.9+3*;)536.<)=.’)*.在45367内单调增大)减小.:
’8)*.>+)?+.<’)*.在45367内严格单增)减.:’8)*.>+)?+.
且 ’8)*.在)536.的任一部分区间内不恒等于零<)@.当 */*+时

’8)*.A+3而当 *A*+时 ’8)*./+3则 ’)*+.取得局部极大值2
)B.’8)*+.$+3’C)*+.存在且 ’C)*+./+3则 ’)*+.是局部极大
值2极小值仿此2
平面点集的几个基本定理!)%.矩形套定理!记闭矩形列则

D#!5#?*?6#3E#?F?G#)#$%3=3H.具!D%ID=IHID#I
H36#-5#J+3

G#-E#
)#JK.

则存在唯一的一点 LM)*M3FM.3含于每一个矩形内3

即 5#?*M?6#3E#?FM?G#)#$%3=H.2)=.致密性定理!有界序列

NL#)*#3F#.O中必可选出收敛的子列2)@.有限覆盖定理!若有一个
开矩形集NDO$N)P/*/Q3R/F/S.O覆盖一有界闭域 TU3则可
从NDO中选出有限个开矩形也覆盖 TU2
二元函数!设 V为平面点集3W为实数集3’是一个规律3若对

V中的每点)*3F.3通过规律’3有W中唯一的实数X与之对应3就
称 ’是定义在 V上的一个二元函数3)*3F.JX$’)*3F.2

Y二元函数的极限Z若对于任意的[A+3存在SA+3使当\*-*+\/

]]+% 思 想 与 学 术



!"#$%$&#’!"()"$*+()&"$&*时"总有#,()"$*%-#’."就称数

-为,()"$*在点()"$*趋于()&"$&*时的极限"记作/01
)2)&
$2$&

,()"$*3

-或/01
424&
,(5*3-"称之为二重极限"即 )"$同时趋于各自的极限

时,()"$*的极限6这与二次极限不同7二次极限是先)后$(或先

$后)*相继取的极限6/01
$2$&
/01
)2)&
,()"$*"但有定理7若,()"$*在点

()&"$&*的二重极限为

/01
)2)&
$2$&

,()"$*3-"且对任一靠近 $&的 $"当 )2)&时",()"$*存在

有限极限 8($*3/01
)2)&
,()"$*"则二次极限

/01
$2$&

)2)&,()"$*存在且等于二重极限 -6

连续 称函数 ,()"$*在点

()&"$&*连续"若/01
424&
,()"$*3,()&"$&*6当,()"$*在区域9的每

点()"$*都连续时"就称 ,()"$*为 9上的连续函数6
有界闭区域9:上连续函数的性质7(;*存在 !<&必有界6(=*

必一致连续>即对于?.<&"使对 9:上的任意两点 5;();"$;*与 5=
()="$=*"当@(5;"5=*’!时"恒有

#,();"$;*%,()="$=*#’.6(A*在9:上可取得最大值B与最小值

C6(D*零点存在定理7设在5;与5=有,();"$;*E,()="$=*’&"则
存在():"$F*使 ,():"$F*3&6
偏导数 二元函数 G3,()"$*"固定 $"给 )以增量H)"若

极限

/01
H)2&

H)$
H)3 /01H)2&I,()JH)%$*%,()%$*KLH)

存在"就称此

极限值为 ,()"$*在点()"$*处关于 )的偏导数"记作M$M)
或M,
M),N

OP&;数 学



!"!#$%#仿此定义&’&$(
对偏导数再求偏导数#就得到二阶偏导数

)*!$+ &&$"
&,
&!%+

&-,
&$&!#)

*
$!+ &-,
&!&$#
当 )*!$与 )*$!在点"!#$%都连续#

则有 )*$!.)*!$(继续求偏导数可得更高阶的偏导数(
方向导数 多元函数沿某个特定方向的变化率"以三元函数

为例%#定义为/设 01为函数 2+)"!#$#3%的定义域 4内的一点#5
为从点 01出发的射线#0"!#$#3%为 5上且含于 4内的任一点#以

6表示 0与 01两点间的距离#若

789
6:1

)";%<)"01%
6 +789

6:1

=5)
6

存在#则称此极限值为 )在点 01沿方向 5的方向导数#记作&)&5>01
或)5"01%或 )5"!1#$1#31%(
若函数 )"!#$#3%在点 ;"!#$#3%可微"参见?全微分@%#则函

数在 0点处沿任一方向 5的方向导数都存在#且

&)
&5+

&)
&!ABBCD

&)
&$ABBED

&)
&3ABBF#
其中 ABGC#ABGE#ABGF是 5的

方向余弦(
极值 设函数 ,+)";%+)"!H#!-#I#!J%在点 01的某邻域

4内有定义#若对于K;L4有 )";%M"或N%)"01%#则称 ,+)
";%在点 01取得局部极大"或极小%值#称 01为极值点(点 ;"!H#

!-#I#!J%是多元函数 )"!H#!-#I#!J%的极值点的必要条件是 0

满足方程组 &)
&!H+

&)
&!-+I+

&)
&!J+1#
寻求充分条件一般是用泰勒

展开式#由差=)所余下的最低次项来决定(这同一元函数是一样
的(对于条件极值#常用的方法是拉格朗日乘子法(如求 )"!#$#
,#O%在约束P"!#$#,#O%+1和Q"!#$#,#O%+1之下的极值#以C#

1R1H 思 想 与 学 术



!为参数"作函数 #$%"&"’"()*+$%"&"’"(),-.$%"&"’"(),!/
$%"&"’"()"可得另外四个条件0

1+
1’,-

1.
1’,!

1/
1’*2"

1+
1(,-

1.
1(,!

1/
1(*2"

1+
1%,-

1.
1%,!

1/
1%*2"

1+
1&,-

1.
1&,!

1/
1&*2"

充分性条件的探求原则同上述3

4全微分5二元函数 ’*+$%"&)"当所有自变量改变时的变化量

6’*+$%,6%"&,6&)7+$%"&)*86%,96&,:$6;)$6;
* 6%<,6&= <)38和 9仅与 %"&有关$与6%"6&无关)"则称
函数 +$%"&)在$%"&)可微"并称6’的线性主部 86%,96&为

+$%"&)在点$%"&)的全微分"记作 >’"经计算可知 8*1+1%"9*
1+
1&

从而 >’*+%>%+&>&3当 +%"+&在$%"&)都存在且连续时"则 ’*
+$%"&)在$%"&)可微"对 >’再求微分"即得二阶微分 ><’*>$>’)
*>?+%>%,+&>&@*+%%>%<,<+%&>%>&,+&&>&<"继续下去可得三

阶A四阶ABB的微分3用数学归纳法可证0>C’*D
C

E*2
FECG 1C+
1%C7E1&E

>%C7E>&E3
复合函数求导的链式法则0设 ’*+$%"&)而 %*H$I"J)"&*

K$I"J)"则1’1J*
1’
1%
1%
1J,

1’
1&
1&
1J"
1’
1I*

1’
1%
1%
1I,

1’
1&
1&
1I"
此时">’*1’1I>I,

1&
1J

>J*$1’1%G
1%
1I,

1’
1&G

1&
1I)>I,$

1’
1%G

1%
1J,

1’
1&G

1&
1J)>J*

1’
1%>%,

1’
1&>&3

LM2L数 学



!雅可比矩阵"#个$元函数%&’%&()*+,+)$-(&’*+.+,+$-的偏
导数所组成的矩阵

(/-’(%0&1-’

2%*
2)*

2%*
2). , 2%*

2)$

2%#
2)*

2%#
2). , 2%#

2)

,,,,,,,

3

4

5

6$

叫雅可比矩阵+当 #’$时成为 $阶方阵+其行列式

/’

2%*
2)*

2%*
2). , 2%*

2)$
2%.
2)*

2%.
2). , 2%.

2)$

2%$
2)*

2%$
2). , 2%$

2)

,,,,,,,

$

’ 7(%*+%.+,+%$-7()*+).+,+)$-
称为雅可比行列式+由全微分式

8%&’
2%&
2)*8)*9

2%&
2).8).9,9

2%&
2)$8)$(&’*+.+,+$-

及向量表示

8%*
8%.
:
8%

3

4

5

6$

’(/-

8)*
8).
:
8)

3

4

5

6$

可以看出+(/-的作用类似于一元函数的导数+雅可比行列式具有
以下性质;

.<=* 思 想 与 学 术



!"#$%&%#’(
!")$%&%)’(*

!"#$%&%#’(
!"+%&%,’(

- !",$%&%,’(
!")$%&%)’(

及

!"#$%&%#’(
!")$%&%)’(-

!")$%&%)’(
!"#$%&%#’(*$

隐函数存在定理."$(设函数/")%0(在点 1")2%02(某邻域内
连续且有连续偏导数 /)")%0(%/0")%0(%又设 /")2%02(*2%/0
")2%02(32%则存在唯一的函数 0*4")(%它在点 )*)2的某一
邻域内是单值连续可微的%恒满足 /5)%4")(672%且 02*

4")2(%808)*9/):/0;"<(
函数/")$%)<%&%)’%0(*2%确定隐函

数 0*4")$%)<%&%)’(的条件和有关结论与"$(类似;"=(设 /
")%0%#%>(*2%?")%0%#%>(*2连续可微%/")2%02(*2%?")2%
02(*2%@*!"/%?(:!"#%>(32%则在")2%02(的某邻域A内%
/")%0%#%>(*2%?")%0%#%>(*2唯一确定一组连续可微函数 #
*#")%0(%>*>")%0(%即 /")%0%#")%0(%>")%0((72%?")%0%#
")%0(%>")%0((72%且 #2*#")2%02(%>2*>")2%02(;

B#
B)*9

$
@
!"/%?(
!")%>(%

B>
B)*9

$
@-
!"/%?(
!"#%)(%

B#
B0*9

$
@-
!"/%?(
!"0%>(%

B>
B0*9

$
@-
!"/%?(
!"#%0(;

积 分 学

C积分学D与微分学一起构成了分析数学最早也是最基础的分支;主

=E2$数 学



要内容是一元函数的定积分与不定积分!微积分基本定理"牛顿#
莱布尼茨公式$建立了微分与积分的联系!
曲边梯形的面积%要计算曲线 &’(")$*直线 )’+和 )’,*

)轴所围成的图形的面积*用一组分点

+’)-.)/.)0.1.)23/.)2’,"/$把区间4+*,5分成 2个小
区间4)63/*)656’/*0*1*2*在每个分点)6处作)轴的垂线*于是
得到 2个小的曲边梯形%由两垂线 )’)63/与 )’)6*)63/)6和 &’
(")$的在4)63/*)65中的一小段曲线所围成*如图中阴影部分所
示!任取 7684)63/*)65!当分的很细时*矩形面积 ("76$")63)63/$
与该曲边梯形面积相近似*作和数

9’:
2

6’/
("76$")63)63/$*令 2;<*且各小区间长度均趋于零*若极

限=>?
@;<
9存在*就称它为该曲边梯形的面积!

定积分定义%设 (")$是定义在4+*,5上的函数*用形如"/$的
分点组将4+*,5分划!记此分法为A*在每个小区间4)63/*)65任取

点 76*作和式 9’:
2

6’/
("76$")63)63/$’:

2

6’/
("76$A)6*设 B"A$’

?CD
/E6E2

FGA)6GH*若极限 =>?
B"A$;-

9存在*就称它为(")$在4+*,5上的定

积分*记作 I’J
,

+
(")$K)*+和 ,分别称为积分的下限和上限*称 9

LM-/ 思 想 与 学 术



为黎曼和!
积分的存在性"达布和方法#令 $%&’()*+,-./-01-%23#

-%45#6%&789*+,-./-01-%23#-%45#:-%&-%2-%23,%&3#;#<#
=.#>?&@$%:-%#称为达布上和#>&@6%:-%#称为达布下和#
它们具如下性质"插入新的分点#>?不增#>不减A>?B6,C2D.#>
E$,C2D.#其中 $&’()*+,-./-01D#C45#6&789*+,-./-0
1D#C45A任一分法下的 >小于等于任一分法的 >?A若 +,-.为有界
函数#则F7G

-HI
>?&J和F7G

-HI
>&K都存在!于是有"

+,-.可积LJ&KA令 M%&$%26%#则

+,-.可积LNOPI#QPI#使 R%BO的所有区间的长度之和 S:-%
TQ!可积函数类"1D#C4上的连续函数可积#1D#C4上的分段连续函
数可积!
积分的性质与运算"若在1D#C4上 +,-.#U,-.都可积#则,3.V

C

D

1W+,-.XYU,-.4Z-&WV
C

D
+,-.Z-X

YV
C

D
U,-.Z-#其中 W和 Y为常数A,;.+,-.[U,-.可积A,\./+,-./

可积#且V
C

D
+,-.Z-EV

C

D
/+,-./Z-A,].V

^

D
+,-.Z-&V

C

D
+,-.Z-XV

C

+̂

,-.Z-#这里可不计 D#C#̂的顺序A,_.‘,-.&V
-

D
+,-.Z-是1D#C4

上的连续函数,-01D#C4.!
积分中值定理",3.设在1D#C4上#

+,-.连续#U,-.不变号且可积#则存在点 a01D#C4#使V
C

D
+,-.U

,-.Z-&+,a.V
C

D
U,-.Z-!,;.+,-.可积#U,-.单调#则存在点 a0

1D#C4使V
C

D
+,-.[U,-.Z-&+,D.V

a

D
U,-.Z-X+,C.

_bI3数 学



!
"

#
$%&’(&)

*不定积分+若在某区间上,-.%&’/
0%&’,就称函数 -%&’为 0%&’的一个原函数,显然此时 -%&’12
也是其原函数%2为常数’,它的一般表达式称为 0%&’的不定积分,
记为!0%&’(&,即!0%&’(&/-%&’12)
牛顿3莱布尼!公式 若 0%&’在45,"6上连续,-%&’是它的

任一原函数,则!
"

5
0%&’(&/-%"’3-%5’)

不定积分简表

!7(&/7&12 %7为常数’

!&8(&/ 9
819&

819

!9&(&/:;<&<12
!=&(&/=&12
!5&(&/ 9

:;&5
&%5>?’

!@A;&(&/3BC@&12
!BC@&(&/@A;&12
!DE&(&/3:;BC@&12
!DE&(&/:;@A;&12

FG?9 思 想 与 学 术



!"#$%$&’#$()
!’#$%$&"#$()
!*#$%$&+,’#$()
!’*#$%$&+,"#$()
!-
./($/%$

-
.01’+2

$
.()3.456

!-
./7$/%$&

-
/.+,

.($

.7$()

38$898.86

!-
$/7./%$&

-
/.+,

$7.
$(.()

38$848.86

! -
./7$: /

&01’";,$.()

38$848.86

!%$
$/7.: /

&+,3$( $/7.: /()

&01’#$.()38$848.86

运算法则<=>?为常数>则!@=A3$6B?C3$6D%$&=!A3$6%$(
?!C3$6%$E
积分方法<3-6换元积分法<令 $&F3G6>若 A3$6>FH3G6>G&

F7-3$6都连续>则!A3$6%$&!A3F3G66FH3G6I%GE对定积分<设当
=JGJ?时>.JF3G6JK>F3=6&.>F3?6&K>则

LM5-数 学



!
"

#
$%&’(&)!

*

+
$%,%-’’,.%-’(-/%0’分部积分法1若 2%&’34%&’可

微32.4和 24.中至少有一个有原函数3则

!24.(&)245!42.(&或!2(4)245!4(23定积分1!
"

#
24.(&)

62478"#5!
"

#
2.4(&9

:定积分的近似计算;许多函数的积分是不容易或不可能求出来
的3而近似计算法可以求出积分的近似值3常用方法有1
矩形公式

!
"

#
$%&’(&<"5#= >

=5?

@)A
$%&@B?0C’

其中3C)"5#= 3&@)#B@C3@)A3?3D3=9

梯形公式

!
"

#
$%&’(&<"5#0=E$%&’B0F6$%&?’B$%&0’BDB$%&=5?’7

B$%&=’G

其中3&@B#B"5#= @3@)A3?3D3=9

抛物线公式 %辛普森公式’

!
"

#
$%&’(&<"5#H=E$%&A’BI6$%&?’B$%&J’BDB$%&0=5?’7B06$

%&0’B$%&I’BDB$%&=’7G

其中 &@)#B"5#0=@3@)A3?3D3=9

广义积分 %?’无穷限积分1设函数 $%&’在6#3BK7有定义3
且对任意 L%LM#’在区间6#3L7上可积3若极限 NOP

LQBK!
L

#
$%&’(&

RSA? 思 想 与 学 术



存在!则定义"
#$

%
&’()*(+ ,-.

/0#$"
/

%
&’()*(1此时称广义积分"

#$

%
&

’()*(收敛!若极限不存在!则称广义积分"
#$

%
&’()*(发散1若

"
#$

%
2&’()2*(收敛!称

"
#$

%
&’()*(为绝对收敛1"

3

4$
&’()*(!"

#$

4$
&’()*(与此类似1广义

积分具有线性性质5"
#$

%
67&’()*(89:’();*(+7"

#$

%
&’()*(89

"
#$

%
:’()*(!分部积分法的公式适用5"

#$

%
<*=+<=2#$% 4"

#$

%
=*<1

柯西收敛原理5"
#$

%
&’()*(收敛>?@AB!C/AB!当 /D!/EA/

时有2"
/E

/D
4&’()*(2F@1还有与级数类似的判敛法!如5若2&’()2

GH’()!若"
#$

%
H’()*(收敛!则

"
#$

%
&’()*(绝对收敛I若2&2JHJB!

"
#$

%
H’()*(发散!则"

#$

%
2&’()2*(发散!基于这个比较原则!找

一些简单的易于判定其敛散的积分作为比较函数!例如柯西判别

法就是利用 H’()+ K(L’KAB)
来作比较函数的1

’M)无界函数的广义积分5若函数 &’()在6%!3;的端点 3为无
界的’称 3为 &’()的瑕点)!但?NAB!&’()在6%!34N;上可积!且

极限,-.
N0B"

34N

%
&’()*(存在!则定义"

3

%
&’()*(+,-.

N0B"
34N

%
&’()*(!此

时称广义积分’无界积分收敛!若极限不存在!则称广义积分"
3

%
&

’()*(发散1与此类似 %为瑕点时"
3

%
&’()*(+,-.

ND0B"
3

%#ND
&’()*(!%

OOBP数 学



!"!#$"为瑕点时$%
#

&
’()*+),-./

0123%
"40

&
’()*+)2-./

0513%
#

&205
’()*

+)6同无穷限广义积分一样$引进绝对收敛的概念$主要的判敛法
也是基于比较原则6
柯西主值(无穷限积分和无界函数的积分*

7898%
#

&
’()*+),-./

013
:%
"4;

&
’()*+)2%

#

"20
’()*+)<

7898%
2=

4=
’()*+), -./

>12=%
>

4>
’()*+)

含参变量的积分 在矩形域?&@)@#$"@A@+上考虑二元
函数

’()$A*$当固定 A时$它就成了 )的函数$若%
#

&
’()$A*+)有意义

且在积分过程中仍固定 A$它就是有意义的$当 A在:"$+<内变动

时$积分的结果 B(A*,%
#

&
’()$A*+)就是 A的函数$称这个积分为

含参变量的积分$于是又可讨论连续C可微C可积C广义积分等问
题6基本结果是?在上述矩形域上(D*’()$A*连续$则 B(A*是连续

函数E(F*若 ’()$A*$’A()$A*连续$则 B5(A*存在且 +&A%
+

&
’()$A*+)

,%
#

&

G
GA’()$A*+)6

可变上C下限的含参变量积分$当 "@A@+$&@

&(A*@+$&@#(A*@#时$H(A*,%
#(A*

&(A*
’()$A*+)在:"$+<上E(I*’

()$A*连续$则 H(A*连续E(J*若还有 ’A()$A*连续及 &5(A*$#5

(A*存在$则H5(A*存在且H5(A*,%
#(A*

&(A*
’A()$A*+)2:’(#(A*$A*<

#5(A*4’:&(A*$A<&5(A*6
含参变量的广义积分 在 K?&@)!2=$"@A@+上考虑积

分B(A*,%
2=

&
’()$A*+)6一致收敛的定义?LMN3$O>3(M*N&$当

33DD 思 想 与 学 术



!"!#$!%时"对一切 &’()"*+有,-
!#

!
./0"&1*0,23"就称积分

-
45

6
./0"&1*0关于 &’()"*+一致收敛"类似地讨论无界函数积分

的一致收敛进而可讨论连续7可微等问题8在 9内"./0"&1连续"

-
45

6
./0"&1*0一致收敛:/;1</&1连续=/>1-

*

)
*&-

45

6
./0"&1*0?

-
45

6
*0-

*

)
./0"&1*&=/@1若还有 .&/0"&1连续"则 <#/&1存在且 <#

/&1?-
45

6
.&/0"&1*0:两个重要的函数8

A/B"C1?-
;

%
0D;/;D01CD;*0

/BE%"CE%1

F/G1?-
45

%
0GD;HD0*0/GE%1

F/G4;1?GF/G1"F/I4;1?IJ
斯特林公式

F/0 K1? >I00D
;
>HD0(;4L/01+ /,L/01,MN

;
;>0D;1

I KJO >PII4
;
>HDI /IQ51

R二重积分S考虑一个以函数 T?./0"&1为上顶7下底为 0&平面区
域/U1"母线与 V轴平行的柱体体积"用与 0"W轴平行的直线划
分 U为许多小矩形 UX/由/U1的边界与这些平行直线所构成的是

Y曲边矩形Z1"求出其面积"在每个 UX内任取一点/0X"&X1"求出平

顶小柱体的体积./0X"&X1[0X[&X"作出和式\
I

X?;
./0X"&X1[0X[&X"

这是体积的近似值"设上述 UX中的直径的最大值为 ]"若极限

;%;;数 学



!"#
$%&’

(

)*+
,-.)/0)12.)20)

存在/就称它为该物体的体积3一般/设在域 4中定义一个函数 5
-6/71/用若干与 6/8轴平行的直线将 4分成有限个小区域 4+/
49/:/4;3在每个4"中任取点-6"/7"1得函数值5-6"/7"1/再乘以4"

的面积26"27"/作和式<*’
;

"*+
5-6"/7"126"27"/设=为4"中的直

径中的最大者/若>)?
=%&
<存在/则称它为函数 5-6/71展布于 4上的

二重积分/记作 @*A
4

5-6/71B6B7此时称函数 5-6/71为可积的/

称 4为积分区域3

性质与计算法则C-+1设 5-6/71与 D-6/71都可积/E/F为任意
常数/则

A
4

GE5-6/71HFD-6/71IB6B7*

EA
4

5-6/71B6B7HFA
4

D-6/71B6B7J-91若 4*4+K49/4+L49*

9&++ 思 想 与 学 术



!"则#
$

%&’"()*’*(+#
$,

%&’"()*’*(-#
$.

%&’"()*’*(/&0)通常

把二重积分化为二次积分"最简单的情况是 $为矩形域123’3

4"53(3*"这时有 #
62"475"*8

%&’"()*’*(+9
*

5
*(9

4

2
%&’"()*’+9

4

2
*’

9
*

5
%&’"()*(&:)当 $为 23’34"(&’)3(3;&’)时"则有

#
$

%&’"()*’*(+9
4

2
*’<

9
4

29
;&’)

(&’)
%&’"()*(对其他的区域"可适当分割"化为若干个&0)与

&:)型区域"分别计算"用&.)求和即可/&=)变量替换"设%&’"()在
平面区域 $中连续"’+’&>"?)"(+(&>"?)"&’+’&>"?)"(+(
&>"?))连续可微"当 ’(@$时"&>"?)@$A则

#
$

%&’"()*’*(+#
$A

%&’&>"?)"(&>"?))B$&’"()$&>"?)B*>*?
其中BCB+

B$&’"()$&>"?)B
为雅可比行列式/特例1化为极坐标计算时1’+DEFGH"(

+DGIJH"此时BCB+D"于是#
$

%&’"()*’*(+#
$

%&DEFGH"DGIJH)D*D*H/

0K,,数 学



!三重积分"设在三维空间域 #中定义了函数 $%&’(’)*’用一组曲
面将 #分成几个小区域 #+’#,’-’#.在每个 #/中任取一点%&/’

(/’)/*’作和式 012
.

/1+
$%&/’(/’)/*#/’这里 #/也表示小区域 #/的体

积’设3为#/中的直径中的最大者’若极限456
378
0存在’则称它为函

数 $%&’(’)*展布于 #上的三重积分’记作9
#

$%&’(’)*:&:(:);

%+*当积分区域是长方体<=’>?@’:?A’$B%即 =C&C>’@C(C:’A
C)C$*时’化为

9
<=’>?@’:?A’$B

$%&’(*:&:(:)1

D
<=’>?@’:B
E
$

A< B$%&’(’)*:):&:(;

%,*当积分区域 #的曲面方程为

)1)+%&’(*’)1),%&’(*’)+C),
#在 &F平面上的投影 0&(由曲线

(1(+%&*’(1(,%&*’(+C(,’=C&C>所围成时’则化为三重积
分G

9
#

$%&’(’)*:H1

E
>

=
:&E

(,%&*

(+%&*
:(E

),%&’(*

)+%&’(*
$%&’(’)*:);

%I*变量替换G&1&%J’H’K*’(1(%J’H’K*’)1)%J’H’K* %%J’

H’K*L#M*N1O%&’(’)*O%J’H’K*’
则%PNPQ8*有

9
#

$%&’(’)*:&:(:)19
#M

$%&%J’H’K*’(%J’H’K*’)%J’H’K**PNP

:J:H:K;

R8++ 思 想 与 学 术



!"#特例$%&柱面坐标系$’()*+,-./(),01-.2(2.此时343().

5
6

7!’./.2#89(5
(6

7!)*+,-.),01-.2#)8)8-82:;&球面坐标$’(

<,01=*+,-./(<,01>,01-.2(<*+,-:此时343(<;,01=.5
6

789(5
6

7

!<,01=*+,-.<,01=,01-.<*+,-#<;,01=8<8=8-:

?第一型曲线积分@设给定函数 7!’./#与可求长的平面曲线 A.任

意将 A分为小弧段BCB
D E

%.B%B
D E

;.F.BGH%B
D E

G !BG(I#.在每段

BJ
K
BJL%上取点!’J./J#.作和式M

GH%

J(N
7!’J./J#OPJ.其中OPJ为BJ

K
BJL%之

长度.令 Q(RSTUOPJ之长V.当 QWN时:若极限X0R
QWN
7!’J./J#OPJ

存在.就称它为函数 7!’./#沿 A的!第一型#曲线积分.记为 Y(

X0R
QWNM

GH%

J(N
7!’J./J#OPJ(ZA7!’./#8P:计算方法$!%#当曲线 A表为 /

(/!’#![\’\]#时.

Y(Z
]

[
7!’./!’## %L /̂_!’#‘a ;8’b

!;#曲线 A为$’(=!c#./(=!c#!d\c\e#.

Y(Z
e

d
7!=!c#.f!c##g =̂_!c#‘;L f̂_!c#‘a ;8c:

hN%%数 学



!第二型曲线积分"#$%同第一型曲线积分所述$取&’(在 )轴上

的射影&)($作和式*
+,-

(./
#0)($1(2&)($若 3.4567(7(8-趋于零

时$极限9:4
3;/*#0)($1(2&)(存在$就称它为#0)$12沿曲线

<
7=的

0第二型2曲线积分$记为>%#0)$12?)@同理有>%#0)$12?1@计算方
法A设 %A).B0C2$1.D0C2$EFCFG$则

>%H0)$12?)8I0)$12?1.>
G

E
JH

0B0C2$D0C22BK0C28I0B0C2$D0C22DK0C2L?C
当以曲线长 ’为参数时$%A).)0’2$1.10’2 0/F’FM2
则>%#0)$12?).>

’

N
#0)0’2$10’22O

)K0’2?’.>
’

N
#0)0’2$10’22OPQRE?’@

!曲面积分"设 M是由分段光滑的边界所包围的双侧曲面$函数 #
0)$1$S2定义于其上$用任意的光滑曲线将 M分为小块0’-2$0’T2$

U$0’+2@0-2第一型曲面积分$记’(为0’(2的面积$作和式*
+

(./
#0)($

1($S(2’($

记 V.456W’(的面积X$若极限9:4
V;/*

+

(./
#0)($1($S(2’(存在$称它为函

数 #0)$12沿曲面 M的第一型曲面积分$记作 Y.Z
0’2
#0)$1$S2?’$其

中 ?’表示面积元素@设曲面 M由参数式给出A).)0[$\2$1.1
0[$\2$S.S0[$\2$当0[$\2]0&2时$0)$1$S2]M$有

Z
0M2

#0)$1$S2?’

/̂-- 思 想 与 学 术



!"
#$%

&#’#()*%)+#()*%),#()*%%- ./012 34(4*5其中 .!’3(6

+3(6,3()1!’(’7*6+(+*6,(,()/!’3*6+3*6,3*5#3%第二型曲面积分

取#89%在’:平面上的射影#;9%)作和式<!=
>

9!7
&#’9)+9),9%;9)当

各#89%中的最大直径4趋于零时)若?@A
4BC
<存在)就称它为函数&#’)

+),%沿#D%的第二型曲面积分)记为

E!"
#D%

&#’)+),%4’4+5同理讨论D到:F平面和F’平面上的

射影构成的第二型曲面积分)当 D由参数方程给出G’!’#()*%)
+!+#()*%),!,#()*%)有

"
#D%

H4+4,6I4,4’6J4’4+

!K"
#$%

#HL6IM6JN%4(4*)

其中

L!
+O( ,O(
+O* ,O*

) M!
,O( ’O(
,O* ’O*

)

N!
’O( +O(
’O* +O*

)

联系G

"
#D%

P4+4,6I4,4’6J4’4+!

"
#D%

QHRSTU6IRSTV6JRSTWX48

其中 U)V)W分别是曲面的法线与 ’):)F轴正向所夹锐角5

YC77数 学



!格林公式"设 #是由光滑曲线 $为边界的平面单连通区域%函数

&’(%)*和+’(%)*在#及$上连续并有对(和)的连续偏导数%
则

,
#

’-+-(.
-/
-)0(0)12$3&0(3+0)

其中右端积分路径方向是和区域的正向相联系的4

!高斯公式"设连通域 5的边界曲面 6是光滑的%函数 &’(%)%7*%
+’(%)%7*%8’(%)%7*在 5与 9上连续可微%则

:
5

’-&-(3
-+
-)3

-8
-7*0(0)07

1,
9

&0)073+070(380(0)

其中右端的曲面积分是沿闭曲面 9外侧的4

!斯托克斯公式"设光滑曲面 9的边界为光滑曲线 $%&’(%)%7*%
+’(%)%7*%8’(%)%7*在 9及 $上连续可微%则

;$&0(3+0)3807
1,

9

’-8-).
-+
-7*0)07

3,
9

’-&-7.
-8
-(*070(

3,
9

’-+-(.
-&
-)*0(0)4

!微积分的几何应用"设函数 )1<’(*%定义于=>%?@A’B*凸性%若

CDBB 思 想 与 学 术



对任意 !"#!$%&’#()都有*+
!",!$
$ -.*+!"-,*+!$-$

则称*+!-在

&’#()上是向上凸的#如图所示/当不等式成立时#称为是严格上
凸的#判据0在+’#(-内*1+!-23#则*+!-在+’#(-上向上凸/下凸
以此类推/+$-设 !3%&’#()#*+!-%4$+5+!6#7--#*1+!6-83#

*9+!6-:3#则称 !6为 *+!-的拐点/拐点改变上;下凸的方向/

+<-平面曲线的曲率0=8>?@
ABC3
ADEAB#其中AD为在弧段AB上切

线方向的变化角度#曲率公式=8FG1E+",GH$-
<
$F/+I-曲率半径 J

8"E=/+K-弧长微分 LB$8L!$,LG$/+M-弧长的计算公式0N8

O
(

’
",*H$P +!-L!/当曲线由参数方程给出0!8!+Q-#G8G+Q-#R

SQST#则N8O
T

R
&!H$+Q-,GH$+Q-)

"
$LQU若用极坐标给出0!8VWXYZ#

G8VY?[Z#RSZST#则 N8O
T

R
&VH$+Z-,V$+Z-)

"
$LZ/

当作 G8*+!-的图形时#找出 G8*+!-的极值点;升降的区
间;拐点;凸凹性等#便可顺利作图/

\3""数 学



空间曲线的切线与法平面!设参数方程为 "#"$%&’(#($%&’
)#)$%&’
"$%&’($%&’)$%&可微’则过

*+$"+’(+’)+&的切线方程为$"+#"$%+&&

","+
"-$%+&#

.,(+
(-$%+&#

/,)+
)-$%+&

法平面方程为

"-$%+&$","+&0(-$%+&$.,(+&

0)-$%+&$/,)+&#+
曲面的切平面和法线!设曲面方程为 1$"’(’)&#+’且 1$"’

(’)&在 *+有一阶连续偏导数’且不同时为零’则过 *+$"+’(+’)+&
的切平面方程为

1-"$"+’(+’)+&$","+&01-($"+’(+’)+&$.,(+&01-)$"+’(+’)+&

2$/,)+&#+
法线方程为

","+
$1"&*+

#.,(+$1(&*+
#/,)+$1)&*+

$$1"&*+#1"$"+’(+’)+&&

当曲面由参数式给出时!"#"$3’4&’(#($3’4&’)#)$3’4&’则
切平面!

5$(’)&6

7

8

95$3’4&*+
$","+&0 5$)’"&6

7

8

95$3’4&*+
$.,(+&0 5$"’(&6

7

8

95$3’4&*+
$/,)+&

#+
法线!

","+
5$(’)&6

7

8

95$3’4& *+

# .,(+
5$)’"&6

7

8

95$3’4& *+

+::: 思 想 与 学 术



! "#$%
&’()*+,

-

.

/&’0)1+ 2%

旋转体的体积与侧面积3*!4’(+在 56(67间的一段与 (
轴所围的面积)绕 (轴旋转)则旋转体的

体积38!9:
7

5
4;’(+<(

侧面积3=!;9:
7

>
* ?@4A;B ’(+<(

C场论D若在空间或空间的部分区域内任一点都有一个物理量与之
对应)称这种物理量的分布为场E当物理量为数量时称为数量场)
当为向量时称为向量场E因此)相当于定义了一个点函数或向量函
数30!0’()*)$+或 F

G
’H+!H’()*)$+I

G
@J’()*)$+K

G
@L’()*)

$+M
G
E
’数量场的+梯度3由数量场 0!

0’()*)$+在 N’()*)$+点定义了一个向量函数)记作 OPQR0!

????数 学



!"
!#$
!"
!%$
!"&

’

(

)!*

+!"!#,
-

.!"!%/
-

.!"!*0
-
称为数量场在 1点的梯度2梯度的方向是使 "

3#$%$*4的方向导数达到最大的方向2

3向量场的4散度5由向量场 6
-

+1,
-

.7/
-

.80
-

$定义了一个数

量函数$记作59:;6+!1!#.
!7
!%.

!8
!*$
称为这个向量场的散度2若6

-

是流体流动速度$则散度是流体在场中各点发散的速度2

3向量场的4旋度5向量场 6
-

+6#,
-

.6%%
-

.6*0
-
定义了一个向

量 函 数$记 作5<=>6
-

+ !6%
!*?

!6*&

’

(

)!% ,
-

. !6*
!#?

!6#&

’

(

)!* /
-

.

!6#
!%?

!6%&

’

(

)!# 0
-

$称为这个向量场的旋度$它反映流体@旋转A的程

度2

级数与傅里叶分析

B级数C级数理论是分析学的一个基本分支$是重要的工具2数项级

数5D
E

F+G
HF+HG.HI.J.HF.J 3G4

记其前 F项部分和为 KF+D
F

0+G
H0$若L:M

F-E
KF+N存在$3N为有限数42

就称级数3G4为收敛的$并称N为其和$否则就称它是发散的2由于
它是无限多项求和$故一般的代数运算不能随意地向级数移置$只
有在收敛和3函数项级数的4一致收敛的基础上$才有可能移置过

IGGG 思 想 与 学 术



来!并在此基础上研究"和函数#的连续性$可微性等%从定义知!级
数的收敛与数列收敛是相互转化的&又由于是无限项求和!又与

"无限分割而求和#的积分有点类似!二者确也有密切联系%

柯西准则’(
)

*+,
-.收敛/0123!4523!当 .25时!对任意

的正整数 6有7-.8,898-.867:1%

收敛的级数的运算性质’;,<若(
)

.+,
-.收敛于 =!则(

)

.+,

收敛于

>=;>为常数<%;?<(
)

.+,
-.和(

)

.+,
@.都收敛!则(

)

.+,
;-.A@.<收敛!且

(
)

.+,
;-.A@.<+(

)

.+,
-.A(

)

.+,
@.%;B<收敛的级数可在其项间任意加括

号!其收敛性不变!和亦不变%;C<收敛级数的通项-.当.D)时趋
于 3%

正项级数的收敛准则’设 -.E3;.+,!?!99<!称(
)

.+,
-.为正

项级数%;,<若部分和有上界!则必收敛%;?<比较判敛法’,F设 -.

G@.;.+,!?!99<!若(
)

.+,
@.收敛!则(

)

.+,
-.收敛&若(

)

.+,
-.发散!

则(
)

.+,
@.发散&?F设 -.8,H-.G@.8,H@.’若(

)

.+,
@.收敛!则(

)

.+,
-.收

敛!或若(
)

.+,
-.发散!则(

)

.+,
@.发散%以下各判别法中的式子均设从

某项开始%;B<柯西根式判敛法’
.
-I.GJ:,!(

)

.+,
-.收敛!

.
-I.E,则

发散%;C<;达朗贝尔<-.8,H-.GK:,则(
L

M+,
-.收敛!-.8,H-.E,!则

B,,,数 学



发散!"#$"拉阿伯判别法$%&’(’"
)’
)’*+,+$-./+0

则1
2

’(+
)’收敛3

&’4+0则发散!"5$高斯判别法%)’6)’*+(7*8’*
9’
’:0
其中 708为

常数09’为有界量0当 7/+或 7(+且 8/+0级数1
2

’(+
)’收敛3当 7

;+或 7(+且 84+则发散!"<$柯西积分判敛法0设1
2

’(+
)’(1

2

’(+
=

"’$0="’$是 =">$对 >-?"自然数$所定义的某函数0=">$@">$(

A=">$B>0若CDE>F2@">$(G;*20则1
2

’(+
)’收敛0若 @">$F2则

发散!

H任意项级数I在级数"+$中正负项任意出现0如果级数"+$的各项

绝对值所组成的级数1
2

’(+
J)’J收敛0称"+$为绝对收敛的0当"+$收

敛而1
2

’(+
J)’J不收敛0"+$就称非绝对收敛的或条件收敛的!当然%

1
>

K(+
J)’J收敛0"+$必定收敛!绝对收敛的极数可以任意改变项的次

序0既不影响收敛性0也不改变其和!而改变条件收敛的级数的项
的次序可以使其收敛于事先给定的数"黎曼定理$!条件收敛的级
数的正项和负项各组成一个发散级数!正负相间的级数叫交错级

数!1
2

’(+
",+$’L’"L’/M$!对此有莱布尼兹定理%L’4L’,+0且 L’F

M"’F2$0则交错级数必收敛!考虑级数

1
2

’(+
)’N’ "O$

P+++ 思 想 与 学 术



!"#阿贝尔判别法$若%
&

’("
)’收敛*且

+,’+-.*!’("*/*00#*则!1#收敛2!/#狄里克雷判别法$%
&

’("
)’

的部分和总有界$3’(%
’

.("
).-4*!’("*/*00#*又 ,’56!’5

&#*则!1#收敛2

7函数级数8对9:;6*<=*对一切 >?>都有+@’A"!>#A@’A/!>#

A0+B:成立*就称%
&

’("
@’!>#在>上一致收敛2>为某实数集*是

C’!>#!D("*/*00#的定义域2为方便计*本段设 >(E,*)F2

!"#柯西准则*级数%
&

’("
@’!>#一致收敛的充要条件是*9:;6*

<=(=!:#;6*当 ’;=时*

+%
’AG

.(’A"
C.+B:*!G("*/*0#2!/#外尔斯特拉斯判别法*设数项级

数%
&

’("
H’收敛*+@’!>#+-H’*!’("*/*0#!9>?>#*则%@’!>#

一致收敛*称%H’为优级数2!I#阿贝尔判别法*设

%
&

’("
)’!>#在 >上一致收敛*9>?>J,’!>#K单调且+,’!>#+-4*

9>?4*则%
&

’("
,’!>#)’!>#在 >上一致收敛2!L#狄里克雷判别

法*+%
&

.("
).!>#+-4!9>?>#*J,’!>#K单调且 ,’!>#一致趋于

零*则%
&

’("
,’!>#)’!>#在 >上一致收敛2

M"""数 学



和函数的性质! "#$设 %&"’$()*+,-.,/
0

&1#
%&"’$在*+,-.

上一致收敛,则 #23"’$()*+,-.4526
-

+
3"’$7’

1/
0

&1#6
-

+
%&"’$7’482再加上9/

0

&1#
%:&"’$一致收敛;,则有

"/
0

&1#
%&"’$$:1/

0

&1#
%:&"’$<"5$狄尼定理!%&"’$()*+,-.,%&"’$

=>,3"’$连续,则/
0

&1#
%&"’$一致收敛<

?幂级数@称/
0

&1#
+&"’A’>$&为幂级数<每个幂级数的收敛区间都

是关于点 B>对称的,即存在 C=>级数在"’>AC,’>DC$收敛,称

C为其收敛半径,设EFG
&H0
I+&D#+& I1J,

则当 JK>时,收敛半径 C1#J4

当 J1>时,C1D04当 J1D0时,C1>幂级数在其收敛区间内
任一闭区间上必一致收敛且绝对收敛,对I’A’>I=C的 ’,级数
发散<在"’>AC,’>DC$内和函数连续,可逐项积分与逐项求导<
泰勒公式与泰勒级数!"#$设L"’$在 ’>点有 &阶导数,则 L

"’$1

/
0

M1#

L"M$"’>$
MN "’A’>$MDO""’A’>$&$<"5$设 L"’$()&"+,-$,

L"&D#$"’$存在,’>,’("+,-$,则 L"’$1

/
&

M1#

L"M$"’>$
MN "’A’>$MDL"&D#$"P$Q"&D#$NR"’A’>$&D#,其中 P

介于 ’>与 ’之间<"#$与"5$中的 L"’$的表示式称为泰勒公式<
"8$若 L"’$在"’>AC,’>DC$无穷次可微,则当余项 C&"’$H>"&

S### 思 想 与 学 术



!"#时有展开式 $%&#’(
"

)’*

$%)#%&*#
)+ %&,&*#)%,-.&,&*.

-#称此展开式为泰勒级数/%0#当 &*’*时1%2#中的级数称为马
克劳林级数/余项的形式3
拉格朗日形式3

-)%&#’$%)45#%6&#7%)45#+8&)45

柯西形式3
-)%&#’$%)45#%6&#7)+8%5,6#)&)45 %*.6.5#

9傅里叶分析:又称调和分析/是在三角级数基础上发展起来的;5<
世纪后形成的重要的分支1主要研究傅里叶变换及其性质/
正交系与傅里叶级数是向量垂直概念的推广/设在平面上两

个向量 =>’%=51=?#1@A’%@51@?#/=>B@A1即内积为零3C=1@D’=5@54

=?@?’*1平方可积函数 $%&#与 E%&#的内积定义为C$1ED’F
@

=
$%&#

E%&#G&/用C$1ED’*来定义正交1一个函数系HIJ%&#KL

M?N=1@O/IJ%&#P*%J’*151?1Q#1当F
@

=
IR%&#IS%&#G&’*%RPS#

%R1S’*151?1Q#时1称HIJ%&#K为正交系1若还有F
@

=
I?J%&#T5%J’

51?1QQ#1就称它为就范正交系/例如1三角函数系

51UVW&1WXY&1UVZ?&1WXY?&1Q1UVW)&1WXY)&1Q %5#

是正交系1而 515
[\
UVW&1

5
[\
WXY&1Q15

[\
UVW)&1

5
[\
WXY)&1Q是就范正交系1在更抽象的空间1也用内积来定义正

]555数 学



交性!当然!定义内积的方式有所不同"利用正交系!可将一般周期
函数展成三角级数

#$%&’()*+,-
.

/’(
0*/123/%,4/356/%7 $)&

称$)&为 #$%&的傅里叶级数"其系数分别为

*+’(89
8

:8
#$%&;%!

*/’(89
8

:8
#$%&123/%!

4/’(89
8

:8
#$%&356/%;% $<&

为#$%&的傅里叶系数"傅里叶级数的复数形式为 #$%&’()-
.

=’:.

>=?@=%部分和是-
=

:=
>/?@/%!系数则为 >=’

(
)89

8

:8
#$%&A:@=%;%"为讨论$)&的收敛性!把它的部分和表为含参变

量的广义积分BB狄里克雷积分C
D=0#$%&7

’()*E,-
=

/’(
0*/123/%,4/356/%7

’(89
8

+
0#$%,F&#$%:F&7

G
356$=,()F

)356F)

;F

D=0#$%&7的收敛就转化为

D=0#$%&7:D’(89
8

+
0#$%,F&
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!"#$%&’%()*
+,-(.!/( &

(+,-/(&
0&

是否收敛于零的问题1
重要性质与判别法2#/’若 "#$’可积和绝对可积3其傅里叶系

数4.5637.56#当 .58’3而其傅里叶级数收敛于 "#$’本身1
#(’狄尼判别法2对固定的 $3若有适当的 )3使 9#&’:

"#$!&’!"#$%&’%()满足2对某正数 ;3在<63;*上39#&’=&可
积和绝对可积3则 "#$’的傅里叶级数在$点收敛于)1#>’李普希
茨判别法 /?若"#$’在点 $连续3并且对充分小的 &3在点 $处成
立李普希茨条件2

@"#$A&’%"#$’@BC&D#6B&E;’

#CF636BDE/’
则 "#$’在点 $的傅里叶级数收敛于

"#$’1(?若对充分小的 &有@"#$A&’%"#$A6’@BCGD3则 "#$’

的傅里叶级数在点 $上收敛于/(@"#$!6’!"#$%6’*1#H’
狄里

克雷判别法2若在<$%;3$!;*上1"#$’是分段单调函数3则"#$’

的傅里叶级数在 $点收敛于/(<"#$!6’!"#$%6’*1#I’/?
设 "

#$’JK<%L3L*3"#%L’:"#L’3除有限个点外 "M#$’存在N(?

O
L

%L
@"M#$’@(0$收敛3则"#$’的傅里叶级数一致收敛于"#$’1#P’

帕舍伐尔等式2设 "#$’JC(#%L3L’3则

/
LO

L

%L
@"#$’@(0$:(Q

8

R:%8
:@KR@(:/(4

(
6!Q

8

R:/
#4(R!7(R’1#S’

#里斯T费希尔定理’给定双向数列UVRW#R:63A/3A(XX’3若

Y///数 学



!
"

#$%"
&’#(")则存在唯一的函数 *+,-./’+%0)0-)它的傅里叶系

数等于1&#23+4-设 &和 ,是5%0)06上任意两点)5%0)06上的分
段连续函数*+,-的傅里叶级数可逐项积分得

7
,

&
*+,-8,$9’:;+,%&-

<!
"

#$97
,

&
+:#=>?#,<@#?AB#,-8,

+C-在+D-9E之下)*F+,-可从其傅里叶级数逐项求导而得到3

G傅里叶积分H周期函数在一定条件下可展成傅里叶级数+’-)用类
似于作积分和的办法转化为

*+,-I90J7
0

;
8K7

"

%"
*+L-=>?K+,%L-8L +M-

称+M-为函数 *+,-的傅里叶积分)当满足下述条件之一N
+9-+迪尼-对某数 OP;

7
O

@
Q*+,<L-<*+,%L-%’*+,-QL8L("

+’-+狄里克雷R约当-*+,-在+,%O),<O-上分段连续时)*
+,-的傅里叶积分在点 ,收敛于 *+,-3
+M-的复数形式为

*+,-I 9’07
"

%"
STK,8K7

"

%"
*+L-S%TKL8L +D-

称+D-的内层积分

*U+K-$ 9’07
"

%"
*+L-S%TVL8L

为傅里叶变换)这是一种积分变换)它具有下述性质N+9-*U+K-是 K
.+%")"-的连续函数W+’-XAY

KZ"
*U+K-$;W+[-线性性质W+M-平移

性质N*U+,%\-$S%T\K*U+K-W+D-当 *+,-./F+%")"-时)逆变换 *
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函 数 论

实变函数论

!实变函数论"研究自变量取实数数值的函数的一般理论#在$%世
纪末&$’世纪初(微积分已基本成熟(在许多方面得到发展和应
用#此时人们对它的概念和基础进行探究(发现有许多问题解释不
清(或不便应用#其中主要涉及函数的连续性&可微性&极限和积分
等问题#经过许多数学家的努力(这些问题都得到解决和发展#其
中尤其是积分理论由)*+)黎曼+积分发展为),+)勒贝格+积分#
),+积分和),+测度的概念已在概率论及其它许多学科中找到了
应用#在连续性方面(区间-.(/0上的任何连续函数必为一列多项
式一致收敛的极限1但连续函数列的极限却不一定是连续函数(从
而引进了贝尔函数类的概念#由于直观(人们很可能认为(连续曲
线就像我们用手所画的那样(并且只有有限个没有切线的点#其
实(皮亚诺作出了这样的曲线2它充满了一个正方形1而外尔斯特
拉斯作出了一个函数(它在-.(/0上连续(但处处不可导#对于导
数的研究(指出了有界变差函数类几乎处处有导数(从而具体找出
了一类可求长的曲线#许多数学分支都与实变函数论有关#

!集合的势"设有集合 3(4(若存在一个由 3到 4上的一一映射(
则称集合 3与集合 4对等(记作 354#规定空集与其自身对等#
对等具有下述性质2353)自反性+1354(456(则 356)传递
性+1354(则 453)对称性+#若两个集合对等(则称它们的7势8
相等#7势8是有限集的个数的推广(集合 3的势记为 3

9

#

::$$ 思 想 与 学 术



伯恩斯坦定理指出!设 "#$为两个集合#"%&"#$%&$#若 "
’$%#且 $%’"#则 "’$(
与自然数集 )对等的集称为可列集*或可数集+#可列集的势

记为)
,

,-.读作阿列夫零(全体有理数组成的集合/是可列集(
可列集的子集至多可列(若 "是可列集#$为有限集#则 "0$是

可列集#若 "1*1,%#233+是可列集#则0
4

1,%
"1和0

5

1,%
"1也是可列集(

若 "1*1,%#2#334+是可列集#则 "%6"26336"4,7*8%#82
3384+!819"1#1,%#2#334:是可列集(整系数多项式全体是可
列集(
区间;.#%<是不可列的(若集合 "与;.#%<对等#则称集合 "

的势为连续统#记为 "
,

,-#读作阿列夫(直线上任一区间*包括

*8#=5+#或*>5#?+或*>5#=5++的势是-(实数列全体的
势为-(二进制数全体的势为-(设集合"的势为@#以2@表示"
的一切子集所组成的集的势#则 @A2@(

B康托尔三分集C将闭区间;.#%<三等分#去掉中间的一个开区间
DDDDDDDD DDDD DDDD

. %
E
2
E
%
F

2
F
G
E
H
E %

I*%+% ,*%F#
2
F+#
把剩下的两个闭区间;.#%F<

和;2F#%<
分别再三等分#

并各去掉中间的开区间!I*2+% ,*%E#
2
E+#I

*2+
2 ,*GE#

H
E+J
余下四个闭区

间K.#%EL#;
2
E#
F
E<#;

M
E#
G
E<#;

H
E#%<
再分别三等分#并各去掉中间的

开区间!I*F+% ,*%2G#
2
2G+#I

*F+
2 ,*G2G#

H
2G+#I

*F+
F ,*%E2G#

2.
2G+#I

*F+
N ,*2O2G#

2M
2G+J33

第 4次去掉的开区间*称为第 4级开区间+是!I*4+% ,*%F4#

F2%%数 学



!
"#$%&

’#$
! (’)"#%

*
"#$%++&

’#$
!
#,-(’"

#,!
"# %
"#,-
"# $%
令 ./(0

#%1
&’#$1 ’求和号中

1(-%!+%!#,-2#(-%!%+$%称34(5/%-6,.4为康托尔集734是完

全集8疏朗集23
(

4(97

:;中开集的构造<’-$设=>;为非空开集7?(’@%A$是一个开区
间’BCD@%ADEC$%称 ?是 =的构成区间%若F?>=2若 @8A有
限%则@%A不属于=7设G为直线上的闭集%称GH’为开集$的构成
区间为 G的余区间7’!$直线上任一非空开集 =可以表示为至多
可列个互不相交的构成区间之并F=(0

I
’@I%AI$%其中每一个’@I%

AI$都是 =的构成区间%0
I
可以是0

J

I(-
或0

C

I(-
7

;J中非空开集 =可表为可列个互不相交的半闭正方形之并7

:稠密与疏朗<设 K>;J%L>;J%若MNOL%MP’N%Q$%其内均含
有 K的点%则称 K在 L中稠’密$%当 L(;J时%称 K为稠密集%设

K>;J在任何领域 P’R%Q$’ROK$中%总有邻域 P’S%T$>P’R%
Q$%且 P’S%T$UK(V%则称 W为疏朗集7

=T型集 ;J中一列开集之交U
C

I(-
=I’=I为开集$

GT型集 ;J中一列闭集之并0
C

I(-
GI’GI为闭集$7

:;J的基本拓扑性质<’-$完备性F点列XNIY>;J称为基本列’柯西
列$%如果MZ[/%\PZP%当 ]%I[P时有 ’̂NI%N]$_Z7完备性是
说F;J内任一基本列必为收敛列7’!$列紧性F任一有界点列必定
含有收敛子列2设 G为 ;J的有界闭集%则 G的任一开覆盖必有有
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限子覆盖!"#$分离性%设 &’(&)为 *+中的非空不交闭集(则存在
开集 ,’(,)(使%,’-&’(,)-&)(且 ,’.,)/0!

1勒贝格测度2区间长度3平面图形面积等的推广!即把区间的长度
扩充到一般的点集上去(对+维空间来说(把只适用于4立方体5的
体积概念扩充到一般点集上去!设 67*+(称

89:;<
=

>/’
?@>?%A

=

>/’
@>-6(@>为 *+中的开区间B为集 6的勒贝格外测

度(记为CD6(并规定CDE/F!它有如下性质%"’$CD6GFH")$单
调性(6’76)(则 CD6’ICD6)H"#$半可加性%

CD"A
=

>/’
6>$I<

=

>/’
CD6>H"J$距离可加性若 K"L(M$NF(则 CD"LA

M$/CDLOCDM!67*+(若对任意 L7*+(都有 CDL/CD"L.
6$OCD"L.6P$(则称 6为勒贝格可测集(记测度为 C6(此时

C6/CD6!上式称为卡拉特渥多利条件!测度的性质为%"’$6可

测时(6P必可测H")$;6>B为可测列(则.
=

>/’
6>(A

=

>/’
6>均可测H"#$若

6’与 6)均可测且 6’76)(则 C6’IC6)H"J$若;6>B为单增"减$

函数列 6/A
=

>/’
6>"6/.

=

>/’
6>$(则 C6/Q

>
R8SC6>H"T$若 6可测(则

存在,U型集L与&U型集M(使L-6-&且CL/CM/C6H"V$6
可测WXYNF(Z开集,与闭集&(使,-6-&(且C",[&$\]!
设 "̂_$是一个与自变量_"_‘6$有关的命题!如果6中使这个
命题不成立的 _所组成的点集是 6的一个测度为零的子集(则说
这个命题在6上几乎处处"abcb$成立!设d为定义于6上的广义
实值函数"即函数值可取为e=$!若对任意实数 P(6"dNP$是可
测集(则称d"_$为6上的可测函数!d在6上可测WXP‘*(6"d
GP$(可测WXP‘*(6"d\P$可测WXP‘*(6"dIP$可测!连续

T)’’数 学



函数在其定义域内必可测!
可测函数的性质"#$%对四则运算封闭"设 &’(为 )上的可测

函数 *+,’则 *&’&-(’&.(可测’当 &/(0121有意义时’&/(可
测!#3%对极限运算封闭"设每个函数&4都可测’则567&4#8%’9:;

&4#8%’<9=
>>

&4#8%?

9:;
4
567
@A4
&@#8%’<9=

&
&4?567

4
9:;
@A4
&@及

&#8%?<9=
4BC
&4#8%均为可测函数!#D%&在 )上可测E&可表为一

列简单函数的 0121收敛的极限F#G%)上的非负可测函数 &#8%必
为非负单增函数列HI4#8%J的极限"KLI$#8%LI3#8%LMM’<9=

4BC

&4#8%?&#8%!#N%&",OB,P?,QH-CJ!&在,O可测ER开集

ST,’&U$#S%在 ,O可测!#V%&在 ,连续’(在 ,O可测E&W(在

,O可测!
设 &’(’&4#4?$’3MM%定义于可测集 )上及 &可测’#$%

0X2X收敛与一致收敛的关系"设 @)YZC’&4和 &均 0121有限’
且 &4B&#0121%’则R[\K’])[T)’使 &4在 )[上一致收敛于 &’
且 @#)U)[%Y[!#3%依测度收敛"设每个&4是0121有限可测的’
若R+\K’有<9=

4BC
@)#̂&4_&̂A‘%?K!就称&4依测度收敛于&’记

为 &4>>
@B&#4BC%’它有以下性质"极限函数是唯一的’即若

&4>>
@B&#4BC%’又 &4>>

@B(#4BC%’则 &a(#即 )$?H8̂ 8+
)’&b(J’@)$?K%F线性性质"Rc’d+,’&4>>@B&’(4>>@B(#4B

8%’则 c&4Zd(4>>
@Bc&Zd(且 &34>>

@B&3及 &4(4>>
@B&(#4B

C%F当 &4>>@B&时必有 &̂4̂ >>@B &̂̂ #4BC%F#D%关系"&4B&

#0X2X%#4BC%’必有 &4>>@B&#4BC%F#e925f%定理"若 &O>>@B&

#&BC%’则存在子列H&O4J使&O4>>
*XgXB&#8%#4BC%!称&#8%具有

V3$$ 思 想 与 学 术



性质 !"若#$%&"’闭集 ()*"使 +,*-(./$且将 0限制于 (
上时连续1鲁金定理"设 0定义在可测集 *上"且 2343有限"则 0
可测50具性质 !6*)7"0在 *上是 2343有限可测的"则#8%
&"存在连续函数 9,:."使 +*,0;<./81

=勒贝格积分>,?.积分基本上是为连续函数建立的"有许多重要
的函数不存在,?.积分"例如 @ABACD4E4F函数便是"在极限符号与
积分符号可交换顺序方面",?.积分所要求的条件苛刻6还有"即
使 (G,H.存在且有界时"
(G,H.也不一定可积"从而牛顿I莱布尼茨公式 (,H.-(,J.K

L
H

J
(G,H.MH便不能应用1为克服上述局限性"引进了,N.积分O设

PK0,H.为定义于QJ"RS上的有界函数"!T0,H.TU"分割其值
域O!KP&/PV/WW/PXKU"令 YZK[H\PZ-VTPTPZ]"论 K̂

_2:
VTZTX

,PZ-PZ-V."在 YZ中任取点 <‘"作和数 aKb
X

ZKV
0,<Z.+YZ"若

EA_
ĉ&
a存在"就称这个极限为 0,H.在 *上的,N.积分"记为L*0,H.

MH或L*0,H.M+1,N.积分的性质O,V.若+*/de"则0,H.在*
上有界可积50,H.在 *有界可测6,f.线性性质O0"<均有界可

积"则#g"hi7"g0,H.dh<,H.有界可积"且L*,g0dh<.M+Kg
L*0M+d
hL*<M+6,j.可加性OVk,对集合的有限可加性.O0在 *上可积"*
Kl

X

ZKV
*Z"*Z可测"*‘m*n;o,‘;n."则 0在每个 *‘上可积"且

pfVV数 学



!"#$%&!"’#$%()"*#$%(+(!",#$%-*./对集合的0可加性12#
在 "上可积3"&4

5

6&’
"63"7可测 "78"9&:/7;913则

!"#$%&<
5

6&’!"6#$%-/=1积分是绝对连续的3#在 "上可积3则>?
@A3BC@A3当 D/E1FC/EG"1时3H!E#$%HF?I/J1#KA3!"#$%
&AL#&A3M.N.I/O1#&PM.N.3当 #可积时3P必可积3且积分值

相等I/Q1#RP3M.N.3则!"#$%R!
"

P$%I/S1若 P可测3ARPR#3当

#可积时3P必可积且!"P$%R!"#$%I/T1#可积LH#H可积I/’A1
D"&A3则定义于 "上的任一函数 #必有!"#$%&AI/’’1可积函
数必 MUNU有限I/’*1/V1积分与/W1积分的关系2在XM3YZ上/W1可
积的函数必/V1可积3且积分值相等I#/%1广义/W1可积2#是/V1
可积LH#H广义/W1可积3且积分值相等3#在X[3\Z上有界3则2
/]1可积L#在X[3\Z上 M.N.连续-
无界可测集上的/V1积分-/’1设 _̂],为无界可测集3#为^

上的非负可测函数3取

‘6&ab6361%+%ab63613̂ 6& 8̂‘63

则 6̂c /̂以上升方式趋于 1̂3称def
6!̂6

#$%为 #在 ^上的/V1积

分3记为!
g

^
#$%3当def

6!
g

^
6#$DF(5时3就说 #在 ^上/V1可积3

否则3只说 #在^上的/V1积分存在-/*1设#为定义在集^上的
可测函数3如果 #(3#h均在集 ^上/V1可积3则说 #在集 ^上/V1
可积3其积分为

S*’’ 思 想 与 学 术



!
"

#
$%&’!

"

#
$(%&)!

"

#
$)%&*当 $(*$)中只有一个+,-可积时*仍

记!
"

#
$%&’!

"

#
$(%&)!

"

#
$)%&*此时*只说 $在 #上的+,-积分存

在.

/积分号下的极限运算0设可测集 1234*$*$5+5’6*7*8-*9均

为1上的可测函数:+6-+单调收敛性-;<$4=$*则>?@
4AB!1$%C’

!1$%CD+7-$4非负可测*则!1+E
B

6
$4-%C’E

B

4’6!1$4%CD+F-+法都
GHIJK引理-:9*L在 1上可积*M$4N是可测函数列O6P若对一切 4

Q6*9<$4*则!1 >?@4AB$4%C< >?@
4AB!1$4%CD7P若对一切 4Q6*$4

<L*则 >?@
RR

4AB!1$4%C<!
1

>?@
4AB
$4%CD+S-+勒贝格控制收敛定理-:9可

积*T$4T<9*
>?@
4AB
$4’$OUPVP*则 $可积*且

>?@
4AB!1$4%C’!1$%CD+W-设 9可积*T$4T<9OUPVP*$4RR&A$*则 $
在 1上可积*且>?@

4AB!
1
G4
%C’!

1

$%CD+X-含参变量积分 Y+I-’!1$+I*
C-%&的连续性与可微性:+?-设Z$[\H*]̂*$+I*C-作为 C的函
数在 1上可测*+??-T $+I*C-T<_+‘-*ZI[\H*]̂*G+C-+,-可
积*+???-ZM$4N2\H*]̂*当 I4AIJ[\H*]̂时有 $+I4*C-A$+IJ*C-

+UPVP于 1-*则+U-*Y+I-在 IJ点连续D+a-若再设b$+I*C-bI UOVO存在

且Tc$cIT<9+C-*9+C-
是+,-可积的*则 Yd+IJ-’!1 eeI$+IJ*C-%&.

f766数 学



重积分化为累次积分的 !"#$%$定理&设 ’()*+,是 -上的(.,
可积函数*-/-01-2*-0*32分别为 40*42的区间*则(5,6787)9-:*
’()*+,作为 +的函数在 -2上可积;(<,=’(),/

>-0’()*+,?@+在 -0上可积;(A,>-0=’(),?@)/>-:’()*+,?@B

C维他利覆盖D设 E为直线上的非空集合*F/G?H是由非退化的
闭区间组成的集合(即I?9F*J?JKL,*如果I)9E*MG?:HN5O
F*使J?:JPL(:PN,*且 )9?:(:/5*<Q,*则称 F在维他利意
义下覆盖EB维他利覆盖定理B设E为有界集*EO4*F是E的维
他利覆盖*则存在至多可数个互不相交的闭区间列G?:HOF*使 @
(ERS

:
?:,/LB
设 ’是定义在TU*VW上的实值函数*称 X9TRN*YNW为 ’

在点 )L9TU*VW的一个导出数*如果存在数列GZ:H(Z:[\*)LYZ:
9TU*VW*Z:PL(:PN,,使]$̂

:
T’()LYZ:,R’()L,W_Z:/X*记为

‘’()L,/XB当’在)L的一切导出数都相等时*称’为在)L可微

(可导,*记为 ’a()L,B定理&bU*Vc上的单调函数 ’(),6787存在有
限导数B

C有界变差函数D设 ’在TU*VW上定义*任取一组分点 U/)Ld)5

dQd):/V*记 ef()L*)5Q):,/g
:

f/5
J’()f,R’()fh5,J*若对一

切可能的分点组Gef()L*)5*Q):,H有界*即 i"j
)L*)5*Q):

ef()L*)5*Q

):,dN*就称 ’是TU*VW上的有界变差函数*记作k
V

U
(’,/

i"j
)L*)5*Q):

lf()LQ*):,*并称k
V

U
(’,(),为 ’在TU*VW上的全变差BTU*

LA55 思 想 与 学 术



!"上全体有界变差函数记作 #$%&!"’性质()*单调函数必为有界变
差的+(,*有界变差函数必有界+(-*有界变差函数具有线性性质+
(.*一个函数&若其全变差为零&则它必为常数+(/*在$%&!"上的有

界变差函数在其闭子区间上也是有界变差的+(0*#
!

%
1#

2

%
3#

!

2
(%42

4!*+(5*函数列 6786&9#
!

%
(6*:有界&且 6;#$%&!"则 #

!

%
(6*<=>?

9#
!

%
(67*:+(@*A(B*是有界变差的&当且仅当 A1C(B*DE(B*&其

中C(B*与 F(B*均为单增函数+(G*A;#$%&!"&则 AH(B*IJKJ存在’
有限并可积&又 A的不连续点集至多可列’
称定义于$%&!"上的函数A(B*为绝对连续的&若LMNOP&QR

OP&对$%&!"中任一互不相交且S
T
(!TD%T*4R的至多可列个开

区间列9(%T&!T*:有SUA(!T*DA(%T*U4N’性质L()*绝对连续函数
必为有界变差的且为一致连续的&还是 IVKV可微的函数+(,*对四

则运算封闭(对AW6&要6(B*XP*’Y(B*1Z$%&B"A[\1Z
B

%
A(B*[B

为 A的勒贝格(]*不定积分’性质与计算法则L()*Y(B*绝对连
续&从而 IVKV可微+(,*YH(B*1A(B*IJKJ+(-*一个函数 Y(B*绝

对连续&当且仅当存在(̂ *可积函数 A(B*使 Y(B*1Z
B

%
A(B*[B+

(.*(分部积分公式*Y(B*绝对连续&6可积且 _(B*1Z$%&B"6[\(B
;$%&!"*&则有Z$%&!"Y6[\3Z$%&!"YH_[\1Y(!*_(!*DY(%*_
(%*+(/*(换元公式*设 6在$%&!"IJKJ可微&A可积且 6($%&!"*‘

$2&["&Y(B*1Z$%&B"A[\&则A6(a*6H(a*可积&且Z$6(%*&6(!*"A(B*[\
1Z$b&c"A(6a*d6H(a*[\其中 b&c;$%&!"+(0*(第一中值定理*A

)-))数 学



在!"#$%连续#&是!"#$%上的非负可积函数#则’()!"#$%使*
$

"
+

,&-./+0(1,*!"#$%&-.20310第二中值定理1若 +在!"#$%上
041可积#&是!"#$%上的单调函数#则’()!"#$%#使*!"#$%+,&-.
/&0"1*!"#(%+-.5&0$1*!(#$%+-.2

6斯蒂尔吉斯积分7081黎曼9斯蒂尔吉斯0:9;1积分#设 +#&定义
于!"#$%#作分划<="/>?@>8@A@>B/$#任取 CD)!>DE8#>D%
作和式 F0<1/

G
B

D/8
+0CD1!&0>D1E&0>DE81%#记 H/IJK

8LDMB
0>DE>D981#若极限NOI

HP?
F

0<1/Q存在#则称 Q为 +关于 &0R9F1积分#记为 Q/*
$

"
+0>1-&

0>12性质 8S线性性质0J1*
$

"
0T+85U+V1-&/T*

$

"
+8-&5U*

$

"
+V-&W

*
$

"
+-0T&85U&V1/T*

$

"
+-&85U*

$

"
+-&VWVS*

$

"
+-&/*

X

"
+-&5*

$

X
+-&

0Y>Z)!"#$%1W[S+关于 &!R9F%可积#当且仅当 &关于 +0R9F1
可积#且*

$

"
+-&5*

$

"
&-+/+0$1&0$1E+0"1&0"12REF积分存在条

件=在 &为单增函数的条件下#下面各条之一便保证*
$

"
+-&存在=

8S+是0:1可积的#&满足李普希茨条件WVS+连续#&\0R1可积W
[S+连续#&绝对连续W]S+) !̂"#$%#&绝对连续2将0_1积分通过

:9;积分来计算=8S设+是‘上JSaS有限的041可测函数#T)R#
.‘@5b2称 c+0T1/.0d>)‘e+0>1fTg1为在 ‘上的分布函

数WVS若 +在 ‘上有界可测#Y>)‘有 "@+0>1L$#则*‘+-./

V[88 思 想 与 学 术



!"
#

$
%&’(%)*可推广到当 +在 ,上无界时的情形*(-)勒贝格.斯

蒂尔吉斯(/.0)积分*先定义(/.0)测度1设+(2)是定义在3上单
增的实值函数4对每个左开右闭的有限区间($4#)4定义 5+(($4
#))6+(#)!+($)*对 3的任一非空子集 ,4称

789:
;

<6=
5+(($<4#<))>?

;

<6=
($<4#<@ A)B,

为相应于 +的(/.0)外测度4记作CD
+(,)4规定CD

+(E)6F*和勒
贝格外测度一样4具有非负性G单调性G半可加性和距离可加性*由
此4当 ,H34若IJH3总有CD

+(J)6JD+(JK,)LCD
+(JK,M)4

则称 ,为相应于 +的(/.0)可测集4此时其(/.0)外测度称为相应
于 +的(/.0)测度4记为C+*由此4与前面类似4定义(/.0)可测函
数4(/.0)积分等等*(N.0)积分和(/.0)积分的关系1设+是O$4#P
上的递增的右连续函数4Q是O$4#P上有界的 RSTUV可测函数4如
果 Q关于 +的(N.0)积分存在4则 Q关于C+的(/.0)积分也存在4

且"O$#P4Q&C+6"
#

$
Q&+*(设,为RSTUV集4称+W,X3为RSTUV可

测函数4如果对于任意实数 M4,(+YM)为 RSTUV集)*

复变函数论

Z复变函数论[定义域及值域均为复数集的函数称为复变函数*通
常记作’6+(\)*若设’6]L _̂4\62L ‘̂4也可表示+(\)6](24
‘)L _̂(24‘)4这表明一个单复变量函数关系等价于两个二元实
变量函数关系4关于复变函数的理论称为复变函数论*其中有关解

aa==数 学



析函数的理论内容十分丰富!并得到广泛的应用!是复变函数论的
核心部分"

#解析函数$定义于复平面区域 %上的复变函数 &’()*+’,!-).
/0’,!-)!若对 1内任一点 (都有

234
567

&’(.5)8&’()
5 *9’5是复变量!9是有限复数!称之为&’5)在(

点的复导数!记作 9*&:’())!则称 &’()是 1内的解析函数"解析
函数一定是定义于开集上的!有三种常用的等价定义揭示了解析
函数三类不同的特征;’<)+’,!-)与 0’,!-)在 1内处处可微!且

满足=+
=,*

=0
=-!
=+
=-*>

=0
=,"’
称为柯西8黎曼条件!简记为?8@条件)A

’B)在 1内任一点 (C的任意一个完全属于 1的领域D;E(>(CEF

G内!&’()可以展成泰勒’HIJ2KL)级数!即 &’()*M
N

O*C
PO’(8(C)OA’Q)

对1内任一条可求长约当闭曲线R!只要其内部全属于1!必有

SR&’()T(*C"命题’<)揭示了解析函数与微分方程的密切联系A命
题’B)揭示了解析函数的一种构造!由此可导出解析函数是无限次

可导函数!且 PO*
&’O)’(7)
OU ’O*C!<!V)"由定义推证命题’Q)称为

柯西积分定理!它是解析函数理论的核心定理!其重要应用之一是

导出了以下公式;&’()在区域1解析!在1
>

*1WR连续!R是1的

边界!它由有限多条简单光滑闭曲线构成!则有&’O)’()* OXBY/SR
&’Z)
’Z8()O.<TZ’([1!O*C!<!V)

这公式表明解析函数 &’()*&’C)’()

及其各阶导数在 1内的值均可以用 &’()在边界 R上的值来表示!
而 O*C的情形称为柯西积分公式!在复变函数论中占有重要地

\Q<< 思 想 与 学 术



位!
当 "#$%在去心的圆盘&’(’)*$+$’*),上解析-而在 $’点

不解析#或无定义%时-"#$%在&’可以表作 "#$%./
+0

1.+2
31#$+$’%1

4/
2

1.’
31#$+$’%1右边的级数称为罗朗级数-它的非负幂部分称为

解析部分-它在*$+$’*),上解析-它的负幂部分称为主要部分-
其和函数在*$+$’*5’上解析-$’称为 "#$%的孤立奇点-罗朗级数

的系数为 31. 0
6789 "#:%
#:+$’%140;:#1.’-<0-=%-

其中 >是*:+$’*

.?#’)?),%-逆时针方向!"#$%在孤立奇点 $’的不同性态是由
主要部分的不同情形加以区别的(#0%当主要部分的系数全为零
时-称 $’是"#$%的可去奇点-这时补充定义 "#$’%.3@-"#$%即是*$

+$@*),内的解析函数A#6%当主要部分为/
+0

1.+B
31#$+$’%1#3+BC

’%时-称 $’是 "#$%的 B阶极点-这时有

DEF
$G$’

"#$%.2-它的另一个特征是 0
"#$%
在 $’点有一 B阶零点#即

"#1%#$’%.’-1.’-0-=B+0-而 "#B%#$’%C’%A#H%当主要部分有无
限多项的系数非零时-称 $’是 "#$%的本性奇点-在本性奇点的任
意小邻域内函数可以取到任意复数值-最多只有一个例外值-这就

是著名的毕卡定理-在罗朗级数的系数中 3I0. 0
6789>"#:%;:有重要

的应用-称它为 "#$%关于 $’点的留数-记作 JKLM"#$%-$’N!
初等解析函数是重要的解析函数类-它包括多项式O有理函

数O根式函数O指数函数O对数函数O三角函数O反三角函数以及由
它们复合而成的解析函数!这些函数与同名实函数取相同记号-并
且包括同名实函数为其一部分!它们不但保持了同名实函数的几

PH00数 学



乎全部性质!而且进一步揭示了初等函数的许多新的特性"例如欧
拉公式 #$%&’()%*$)+,%揭示了三角函数与指数函数的关系!并由
此推知指数函数 -&#.是以 /01$为周期的周期函数!而它的反函
数22对数函数则是多值函数!即对任意非零复数 .!有 3,.&3,4.
4*$5678.*/09:50取任意整数:;所有单值初等函数都是其定义
域上的解析函数!其求导法则也与同名实函数一样;多值初等函数
总可以在特定的区域上被分解成单值解析分支!而加以应用或讨
论其性质;
还有一些称之为特殊函数的解析函数类!它们不能用初等函

数的代数运算或复合来生成!而通常是某些函数方程或微分方程
的解!并以积分或某种展开式的形式出现;如 <函数!开始作为函
数方程 =>5=:&>5=*?:!>5$:&?的解!它有性质">5@*?:&
@A!故它可看作是阶乘 @A的推广!一般以欧拉积分的形式表示

>5B:&C
D

E
F=G?#GFHF!但这时仅当=IE时才有意义!后来发现当它的

定义域开拓到复平面时才揭示了 <函数的解析结构">5.:&.G?#GJ.

K
D

@&?
5?*.@:

L?#
.
@!其中 J&3+M

@ND
5?*?/*

?
O*P

?
@L3,,:
称为欧拉常

数!它的近似值为 EQRSS//!>5.:在全复平面除在 E!L?!L/!P有
一阶极点外处处解析;再如椭圆函数!是复平面上双周期亚纯函数

5除极点外没有其它奇点的函数称为亚纯函数:!它的一个重要的
子类称为维尔斯特拉斯函数!其基本周期为 T?及 T/5UMT/VT?W

E:!记 T&@?T?*@/T/5@?!@/为整数:!这时 X5.:&?./*KY
?

5.LT:/

L ?T/Z!
其中K表示 @?!@/取遍全体整数之和!它在全平面除以全

体 T为二阶极点外处处解析!已证明它满足微分方程5[\:/&][O

L /̂[L Ô!其中 /̂!̂O是常数!因而 [&X5.:的反函数可以表示
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成一个椭圆积分!"#

$
%

%&

’(
)(*+,-(+,. *

/01此处 0是常数1(&#23045

6共形映照7一个区域 8上的解析函数 (#93"4当 9:3"4#;<时1它
实现的映照有以下性质!3=4在 8内任一点 "&的一个完全属于 8
的邻域内映照是双方单值的1称之为局部单叶性>3-4过 "&点的任
意一条光滑弧?"!"#"3@4的象曲线为过(&#93"&4点的光滑弧?(!
%#(3@4#93"3@441且 ?(上任一点 (#(3@4到 (&点的距离A(
+(&A与相应的原象 "#"=3B=4到 "<点的距离A"+"CA之比5当 @D@<
时极限为A9:3"&4A1它与 ?"弧的取法无关1称A9:3"&4A为 93"4在 "&
点的伸缩率1称此性质为伸缩率的不变性>3*4过 "&点的任意两条
光滑弧 ?"=1?"-的夹角与象曲线 ?(=1?(-的夹角同向相等1此处两弧
之夹角是指在交点处两切线之夹角1这一性质称为第一类保角性5
按以上性质可推知在 "&点的足够小的邻域内一个三角形与其象

3一般来说是一个曲边三角形4之间具有近似的同向相似性1因而
称具有上述三条性质的解析映照为共形映照5具有以上三条性质
的函数也一定是导数处处不为零的解析函数5共形映照的基本定
理是黎曼映照定理!8是边界点集多于一个点的单连通区域1则一
定存在 (#93"4将 8双方单值共形映照为单位圆E!AFAG=1若
再要求对取定的 "&H8满足 93"&4#&19:3"&4I&1则上述映照还
是唯一确定的5这一定理在复变函数理论的发展上起着重要的作
用5若单连通区域 8的边界 ?是简单闭曲线1则将 8双方单值共

形映照为单位圆的函数 (#93"4一定可以连续开拓到闭区域 8
+

#

8J?上1且将 8
+
双方单值连续映照到闭单位圆A(AK=1这一结论

称为边界对应定理5由初等解析函数实现的映照称为初等共形映
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照!其中特别重要的一类是分式线性映照 "#"$%&#’%()*%(+$’!)!

*!+为复数且 ’+,)*-.&!若补充定义 "$,+*&#/!

"$/&#’*
且合理地规定 "#0%

在 %#.及 %#/的邻域内也实现

共形映照!则分式线性映照是扩充复平面$即加上/点的复平面&
上的共形映照!分式线性映照有以下性质1$0&若定义两个分式线
性映照的2乘法3为"0$%&4"5$%&#"0$"5$%&&!则全体分式线性映
照关于此乘法构成变换群6$5&每个不为常数的分式线性映照在扩
充复平面上最多有两个不动点!也可能只有一个二重的不动点6

$7&交比$%0!%5!%7!%8&#
%0,%7
%0,%81

%59%7
%59%8
是分式线性映照 "$%&的不变

量!即$"$%0&!"$%5&!"$%7&!"$%8&&#$%0!%5!%7!%8&6$8&扩充复平
面上的2圆3$包括过/点的2圆3:直线&经分式线性映照的象仍为
扩充复平面上的2圆36$;&关于2圆3对称的点经分式线性映照后的
象点仍是关于象2圆3对称的点<除分式线性映照外其它初等函数
也有重要的映照特性!如 =#>%#>?@>AB将带形区域 CDEF%DG$G
,CD5H&映为角型区域 CD’IJ"DG$G,CD5H&6"#KL%为其逆
映照!它的单值解析分支 "M#KLN%N(A$OPQ%(5MH&映角形区域 C
DOPQ%DG$G,CD5H&为带形区域 C(5MHDEF"DG(5MH6函数

"#05$%(
0
%&
称为儒可夫斯基函数!映N%ND0及N%NR0为同样的

象区域1沿S,0!0T割开的复平面!即UVS,0!0T6而映上!下半平
面也为同样的象区域1沿$,/!,0&及S0!(/T割开的平面!即 U

VS$,/!,0TWS0!(/&&6三角函数 "#XYZ%#05$>
A%(>,A%&可以

看成是 "0#[%!"5#>"0!"#05$"5(
0
"5&
的复合!它映带形域 .D
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!"#$%为&’()*+),-.(,+*-/且所有的带形域/0%1!"#$
203,4%的象均相同/非初等解析函数的共形映照也有重要的结

果+如 52#46789
#

#:

;
<

=6,
2>=)#4?<),@#37A,2其中 7:+7,为常数4+将单

位圆盘BCB1,映为多角形区域 D
E

F即以 G=652>=42=6,+H+I<4
为多角形项点+对应顶角为 ?=%+除 >=外映照是共形的/
多连通区域同样可以被共形映照为多连通2连通数不能变4的

典型区域+这典型区域可以有多种形式+例如可以是带有 J)H条
同心圆弧割口的同心圆环/特别二连通区域+当其两个连通的边界
点集均多于一个点时+它一定可以被共形映照为同心圆环F,$BC
B$K+但 K不能任意指定+有如下结论L圆环 M,$B#B$MH与圆环

K,$BCB$KH之间存在共形映照的充分必要条件是 M,NMH6K,N

KH/

O解析开拓P将一个定义于区域 D上的解析函数 C652#4开拓为一
个包含 D的更大的区域上的解析函数+称后者为前者的解析开
拓/即52#4与Q2#4是分别定义于区域D和R上的解析函数若RS
D+且在 D上 52#46Q2#4+则称 Q2#4是 52#4由 D到 R上的解析开

拓/例如 Q2#46 ,
,)#
就是52#46T

*

06,
#0从 DLB#B$,到 RL&’U,V上

的解析开拓/实现解析开拓的方法主要有两种L2,4将 5:2#46

T
*

06:
>02#)#:40在其收敛圆 D:LB#)#:B$K:2K:W:4内一点 #,2X

#:4处展成幂级数T
*

06:
>2,40 2#)#,40+设其收敛圆为 D,LB#)#,B$K,

且在 D,上收敛于解析函数 5,2#4+这时若 D,’D:XY+则

Z[,,数 学



!"#$%
&’"#$#()’
&*"#$#()
+
,

- *

就是&’"#$从)’到)’.)*上的解析开拓/这种

方法称为幂级数开拓法0用这一方法可以一直不断地开拓下去0直
到后一个幂级数的收敛圆永远被前一个的收敛圆所包含0就认为
开拓到1头2了0这时最后得到的函数称为完全解析函数0而它的边
界被称为自然边界/"3$若&"#$的解析性区域 )在上半平面0且 )
的边界上有一段 4在实轴上0&"#$在 ).4上连续0且在 5上

&"#$取实值0那么

6"#$%
&"#$ #()75

&"#$
88

#()
+
,

- 9

就是&"#$由)到).5.)9上的解析开拓0此处)9是区域)关于
实轴的对称区域0因而 &"#$的解析性已通过 5开拓到对称区域 )9

上0这一方法称为对称原理0它的一般情形是要求区域 )在一个

1圆2的一侧0且边界的一段 5在1圆2上0于是以上结论也是适用
的0不论用哪一种方法作解析开拓0多次开拓之后可能出现这样的
情况:在相重叠的一些区域上各自经解析开拓得到的函数都不相
同0这时解析开拓得到了多值解析函数0但若认为有不同解析开拓
的相重叠的区域不是在同一平面上0称它们为不同的叶0按这一规
定将开拓一直进行下去0直到得到完全解析函数0这时它的定义域
是一个连通的多叶的抽象1曲面20我们称这一曲面为黎曼曲面/因
此0一个完全解析函数在其黎曼曲面上是一个单值解析函数/

;多复变函数<有多个自变量的复值函数/例如设 =>是 >维复空
间0表作 =>%?#%"#*0#30@0#>$A#B(=0B%*030@C0)是 =>中的
一个开集0则 )到 =中的一个单值对应关系就是一个 >维多复变
函数0记作 D% &"#$%&"#*0#30@0#>$0若对任意 B0取定 #*0@0
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!"#$%!"&$%’%!(的值时 )*!+是 !"变量的解析函数%则称 )*!+是 ,
上的多复变解析函数-它的等价的定义有两种形式.*$+/!01,%
!02*!0$%!03%’!4(+%都有 !4的一个邻域 5*!4+6,%和一个幂级数.

7
819

(
:;*!#!4+<2 7

8$%83%’8(=0
:8$%83%’8(*!$#!4$+

8$*!3#!43+
83’*!(#!4(+

8(%

式中 ;2*8$%83%’8(+%8"为自然数%此级数在 5*!4+上收敛于 )

*!+>*3+)*!+在 ,上处处有 ?)
?!
#
"
2$3*

?
?@"&A

?
?B"+)*!+20*"2$%3%

’%(%!"2@"&AB"+-满足条件*3+的 )*!+有时也称为全纯函数-多
复变函数理论的研究几乎和单复变函数同时开始%但它却远不像
单复变函数理论那样系统和完整%即使多复变解析函数%除了一些
最基本的性质与单复解析函数相同外%在许多重要的性质上都与
单复变解析函数有本质的区别%例如)*!+2!$C!3是 D3上的解析
函数%其零点集为E*0%!3FGE*!$%0+F%显然%对于多复变解析函数
来说%零点不一定孤立%同样%极点也不一定是孤立的%如 )*!+2
$

!$&!3H$
的极点集是一二维超曲面 !$&!3I$20-于是有关孤立奇

点的概念和性质都难以推广到多复变解析函数中来-再如多复变
解析函数按其定义很难简单推出它一定是连续函数-海尔托克斯

*JKLMNOP+用了很长时间才解决了这一难题%从而证明了全纯函
数一定是解析函数-在单复变函数中极其重要的柯西积分公式到
多复变函数类中也发生了根本的变化>定义于 ,2E!QQ!"#:"QR
S"%"2$%3%’(F上的解析函数 )*!+%/!1,%都有积分表示式.)

*!+2*3TA+H( U
QV$#:$Q2S$

’’ U
QV(H:(Q2S(

)*V$%’%V(+
*V$H!$+’*V(H!(+WV$’WV(%

这一公

式我们称它为多圆柱 ,上的柯西积分公式%但我们看到它的积分
限并非区域 ,的边界%而只是边界的一小部分%称*QV$#:$Q2S$+
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!"#$%&’%#()%*!+!"#$,&’,#(),*为区域 -的一个框架.可
见多圆柱 -上多复变解析函数在区域内的值仅仅由其在框架上
的值就可以完全确定了/实际上.多复变解析函数有多种形式的积
分表示.它们甚至与区域的形状有关/对于单复变解析函数来说有
这样的性质0-是 1中的区域.若有 ’213-.则一定有 -上的解

析函数.不能解析开拓到 ’点.例如 4"5*( 6
5&’
就是这样的函数/

但在多复变解析函数中这一性质不再成立/却有这样的结果0设7
(85("56.+.5,*##59#:6.9(6.%.+.,;.<是 =7的邻域.使7
><是连通的.则7上的解析函数4"5*一定可以解析开拓到7?
<上.即一定存在一个在7?<上解析的函数 @"5*.使在7上 @
"5*(4"5*/单复变解析函数的黎曼映照定理对多复变解析函数也
不再成立.已证明双圆柱区域 -(8"56.5%*#56:6.#5%#:6;与超球

A(8"56.5%*##56#%B#5%#%:6;这样两个简单的单连通区域之间不
存在双方单值共形映照"共形映照的定义可仿照解析函数的定义
给出*/
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微分方程论

!微分方程"常微分方程与偏微分方程的总称#大致与微积分同时
产生#力学$天文学$几何学等领域的许多问题都可以归结为微分
方程#%&世纪以来’一些社会科学领域的问题也导致微分方程’如
人口发展的模型等#在微分方程发展的早期’数学家们集中注意于
求通解’由于这对大多数方程不能实现’于是逐步放弃了这一奢
望’而转向(定解问题)*初值问题$边值问题$混合问题等+’随之产
生存在性$唯一性和连续依赖性等’即使对定解问题’表示为初等
函数的解一般也不可能’于是数值计算方法$定性理论等便应运而
生#

常微分方程

!常微分方程"含有一个自变量$未知函数及其导数的关系式

,-’.’/./-’
/%.
/-%’0’

/1.
/-1

2

3

4

5
+6&*7+

叫做常微分方程’其中出现的最高阶导数的阶数’叫做常微分方程

的阶#如/./-89.6:*-+’.;
/.
/-8

/<.
/-<8

/=.
9-=6&
分别是7阶和=阶

的常微分方程#设 .6>*-+定义于区间 ?上’有直到 1阶的导数’

<@77数 学



将它代入!"#$将!"#变成一个关于 %的恒等式$即

&
%$’!%#$(’!%#)% $(

*’!%#
(%* $

+(
,’!%#
(%

-

.

/

0,

12$

%34
就称56’!%#为!"#的一个定义于4上的一个解7称4为它的定义
区间7,阶方程的含有 ,个独立常数的解 56’!%$8"$8*$+$8,#
叫做它的通解$不含任意常数的解叫做特解7这里说 8"$8*$+$8,
是独立的$意即雅可比行列式

9:’$’"$+$’!,;"#<
9:8"$8*$+$8,<=2$

其中 ’"$+$’!,;"#分别是 ’关于自变量 %的相应阶导数7在!%$5#
平面上$56’!%#所描绘的曲线叫做微分方程的积分曲线7方程的
隐式解叫做积分7

>常微分方程的初等解法?@可分离变量的方程A其形式为 B"!%#
B*!5#(%6C"!%#C*!5#(5$当B*!5#C"!%#=D时$以其除全式得 B"
!%#EC"!%#(%6C*!5#EB*!5#(5两边分别积分就得到原方程的通
积分

FB"!%#5"!%#(%6FC*!5#B*!5#(5GH

能使C"!%#62的%6%I和B*!5#62的565I均为原方程的解7注

意(5
(%6B!%#C!5#

也是分离变量型的方程7

J齐次方程A其形式为

K!%$5#(%GL!%$5#(562 !*#
其中 K!%$5#和 L!%$5#是 M次的齐次函数7令 56%N$便可将

OO"" 思 想 与 学 术



!"#化为分离变量型的方程$%!&’(#)(*!&’(#+,-)-*!&’(#,(

./0最简单的齐次方程形式为1,2,-.3!
2
-#0

4一阶线性方程’其形式为
,2
,-)5!-#2.*!-# !6#

当 *!-#7/时’称为线性非齐次方程’当 *!-#8/时’叫做线性
齐次方程0线性齐次方程是变量分离方程’其通解为2.9:;<=>?%
!-#,-@’利用它’令 2.9!-#:;<=>?%!-#,-@为非齐次方程!6#的
解’将它代入!6#中’可以求出AB!-#’对-积分之后得到A!-#’由
此得到!6#的通解为

2.CDE%!-#,- A&)E*!-#CE%!-#,-F
G

H
I
J

K
,-

这种变任意常数 A为 -的函数的方法’叫常数变易法0上式可作
为公式来用’要想求当 -.-/时 2.2/!即初值问题#的解’则有公
式

2.C>E
-
-/
%!-#,- 2/)E

-

-/
*!L#C?

L
-/
%!M#,MF

G

H
I
J

K
,L

N伯努利方程’形状为,2,-)5!-#2.*!-#2
O!OP/’&#令 (.2&DO’

就可以把伯努利方程化为一阶线性方程0

Q黎卡提方程1其形状为,2,-.%!-#2
")*!-#2)R!-#’若已知它

的一个特解 2&.S!-#’做变换 2.()S!-#’就变为伯努利方程’
因而可解0一般’黎卡提方程没有初等解1&TU&年’刘维尔证明黎
卡提方程 2V)W2".X-Y’除 Y./’>"’>UZ[!"Z)&#’>UZ[!"Z>&#
外’不存在初等形式的解0\恰当方程1若!"#的左端的式子恰为某
二元函数 (!-’2#的全微分表达式’即 ,(.5,-)*,2./’就称

!"#为全微分方程或恰当方程’此时 (!-’2#.9是!"#的通积分0

]U&&数 学



!"#为恰当方程的充要条件是$%&!’()#%) *%+!’()#%’ (当判定!"#是

全微分方程之后(由公式

,
’

’-&!’()#.’/,
)

)-+!’-()#.)01或,
’

’-&!’()-#.’/,
)

)-+!’(

)#.)01便得到通积分2
3当!"#不是恰当方程(但存在函数 4!’()#5-(使 46.’/4+.)
0-是恰当方程时(就称函数 4!’()#为!"#的一个积分因子2为求

积分因子(利用%!67#%) *"!7+#%’ (即

4!%6%)8
%+
%’#*+

%4
%’8&

%4
%) !9#

也就是说(需要解一个偏微分方程(这反倒使问题复杂化2为此(抛
开:一般性;(去求特殊的积分因子(如 4!’#型(或 4!)#型(4!’<

)#型等(有时是可能的(例如(为求4!’#型的积分因子(此时有=4=)

0-(并且%4%’0
.4
.’(!9#
成为

>
4
.?
.’*!

%6
%)8

%+
%’#@+ !A#

左端与 )无关(因而!A#的右端表达式仅为 ’的函数(可以证明(
这个条件也是充分的2其他几种类型的积分因子可仿此推导2
B一阶隐方程形如

C!’()(.).’#0- !D#

的方程(如有可能(可以用参数法求解2在三维空间中(C!’()(E#
0-一般是一个曲面(设其参数表达式为

’0F!?(G#( )0H!?(G#(
E0I!?(G# !J#

由基本公式 .)0)K.’(得到 ?(G的一阶显方程!注意以 )K代 E#
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!"#"$%&
"’
"$()$*!

"#
"+%&

"’
"+()+,- !.(

如能求得!.(的通积分 /0!$1+12(,-则 3,’!$1+(1/,#!$1+(1
4!$1+12(,-就是!5(的通积分6

7当!5(具有特殊形状如8/,’!31/0(1令 3,31/0,91由 )/,

9)31得 "’"3)3*
"’
"9)9,9)31

此时已化为显式方程了:形如 3,’

!/1/0(的方程1令 /,/1/0,91得到!;%9"’"/()/,
"’
"99)91
已呈显

式方程6 对 <!31/0(,-及 <!/1/0(,-1要先找 <,-的参数表
达式1再行计算6
=>奇解1设有!5(的某解 ?8/,@!3( !3AB(1如果对每一点 C
!31/(A?1在 D点的任何邻域内1!5(有一个不同于 ?的解在 C
与?相切1则称?是!5(的奇解69判别曲线法!奇解的必要条件(8
设函数 <!31/19(在!31/19(AE内连续1且对 /和 9有连续的偏
导数 </和 <91若 /,@!3(是!5(的一个奇解1当 3AB时!31@
!3(1@F!3((AE1则 /,@!3(必满足 9判别式

<!31/19(,-1 <09!31/19(,-

其中 9,)/)36

=G包络1设给出单参数 H的曲线族

I!31/12(,- !J(
及连续可微的曲线?6如果对于K中任意一点C1都有!J(中的一条
曲线 L!2M(在 C点与 ?相切1并在 C的某一邻域内不同于 ?1就
称 ?为!J(的一支包络6包络必满足 2判别式8

I!31/12(,- I02!31/12(,- !;-(
又若由!;-(确定一支连续可微的曲线

N8 3,@!2(1 /,O!2(

PQ;;数 学



!"#$%且满足非蜕化性条件&!’(!"%)*+!"%%,!-)-%以及 .+/01
.+/2,-)其中 .+03.+0!’!"%)*!"%)"%和 .+23.+2!’!"%)*!"%)

"%)则 4是!5%的一支包络6

7高阶方程的几种降阶法8!9%2!:%3;!0%对 0积分 :次)运用累次
积分的性质)得通解

23 9
!:<9%=>?

0

0-
!0<@%:<9;!@%A@1B

:

C39
"C!0<0-%:<CD!/%2E3

;!2%)以 /2+乘全式再对 0积分可得!2+%/3/?;!2%A21"9已化为
一阶方程了D!F%G!0)2:<H)I)2!:%%3-)令 J32!:<H%)化为 G!0)J)
I)J!H%%3-D!K%G!2)2+)I)2!:%%3-)令 2+3L)取 2为自变量)则

A/2
A0/3L

AL
A2)
AF2
A0F3L

/A/L
A2/1L!

AL
A2%

/)利用数学归纳法可证A
H2
A0H3M

!L)ALA2)I)
AH<92
A2H<9%)
因之可将原方程降低一阶6

7方程组与首次积分8设给出微分方程组
A2C
A03;C!0)29)2/)I)2:% !C39)/)I):% !99%

其中右端函数 ;9);/)I);:在某个区域 NOP:19内对!0)29)I)2:%
连续)对!29)2/)I)2:%连续可微)设函数M!0)2%在 QON内连续
可微)不是常数)但沿着!99%在 Q内的任一积分曲线

R& 29329!0%)2/32/!0%)I)2:32:!0% !0#$%
函数 M!0)2)I2%!0)29)I)2:%都取常数值D亦即 M!0)29!0%)
I)2:!0%%S常数 !0#$%)则称 M!0)29)I)2:%3"为!99%的在

Q内的一个首次积分6有时也称M!0)29)I)2:%为首次积分6
判定准则&在 Q内连续可微的函数M!0)29)I)2:%为!99%的首次

TK99 思 想 与 学 术



积分的充要条件是!"#"$%
"#
"&’(’%)%

"#
"&*(*+,-.$-&’-)-&*/012

首次积分与解的关系!3若知道.’’/的一个首次积分-便可将它降
低一阶24在 1内若已知.’’/的 *个独立的首次积分

#5.$-&’-&6-)&*/785
.57’-6-)-*/ .’6/

则由它们可确定.’’/在 1内的通解!
&5795.$-8’-86-)-8*/
.57’-6-)-*/

所谓 #5.57’-6-)-*/相互独立-指雅可比行列式

:.#’-)-#*/
:.&’-)-&*/;,2

<.’’/最多有*个相互独立的首次积分2首次积分的求法!一般采

用拼凑=可积组合>的办法-例如-?$?@7&-
?&
A@7$-
将两个方程相加

得?.$%&/
A@ 7$%&-于是便得到一个首次积分!.$%&/BC@78 又

例如-对于对称形式的方程组

?$’
$’.$’-)-$*/7

?$6
$6.$’-)-$*/7)7

?$*
$.$’-)-$*/

若能运用比例的法则凑成

?$’
$’.$’-)-$*/7)7

?#’
#’7

?#6
#6

则由此可得到一个首次积分!#678#’-凑成其他可以积分的形式
也可2

D线性方程组E称

?&
F

?$7G.$/&
F
%(
F
.$/ .’H/

IJ’’数 学



为线性微分方程组!其中 "#$%&

’((#$% ’()#$% * ’(+#$%

’)(#$% ’))#$% * ’)+#$%

’+(#$% ’+)#$% * ’++

************

,

-

.

/#$%

0
1
#$%&

0(#$%
0)#$%

0+
****

,

-

.

/#$%

也就是说!未知函数和它们的导数都是一

次的!
’23#$%!02#$%#2!3&(!)!*!+%均在区间 4上有定义5#(6%中的0

7

#$%89
7
时!称为非齐次线性微分方程组!当 0

7
#$%:9

7时!即

;<
7

;$&"#$%<
7

#(=%

称为齐次线性方程组!可以仿照线性代数的方法定义函数<
7
(#$%!

<
7
)#$%!*!<

7
>#$%的线性相关性5而当 >&+时!定义<

7
(#$%!<

7
)

#$%!*!<
7
+#$%的朗斯基行列式为

?#$%&?@<
7
(#$%!*!<

7
+#$%A

&

<+#$% <()#$% <((#$% *
<)(#$% <))#$% * <)+#$%

<+(#$% <+)#$% * <++
***************

#$%

当<
7
(#$%!*!<

7
+#$%为#(=%的解时!有公式B

?#$%&?#$9%C
D$$9E

+

2&(
’22#F%;F

可见!?#$9%&9G?#$%:9H$I4G<
7
(#$%!*!<

7
+#$%线性相

关5#(=%的解的研究B<
7
#$%:9是它的解!称为平凡解JK存在 +

个线性无关解!称做一个基本解组!#(=%的任意一个解都可用基本
解组的线性组合来表示JL#(=%的解的全体构成一个 +维线性空
间JM基本解组中的 +个函数的 +)个元素排成的方阵称为它的一
个基本方阵!通常记为N#$%JO#(6%的通解等于它的一个特解与

9P(( 思 想 与 学 术



!"#$的通解之和%并有公式

&
’

!($)&!($&
’

*+,
(

(*
&!($&-"!.$/0

’

!.$1.%其中 2!($为!"#$

的基本方阵3

4高阶线性方程5是线性方程组的特殊情况%其形式为

&!6$+7"!($&!68"$+79!($&!689$+:+76!($&)0!($ !";$
其中 7<!($!<)"%9%:%6$与 0!($均于区间 =上定义%令 &")&%

&9)&>%&?)&@%:%&6)&!68"$%则可将!";$化为线性方程组!"?$%其

中A!($)
* " * : * *

* * " : * *

* * * : * "

876!($ 876-"!($ 876-9!($ : 879!($87"

:::::::::::::::::::::::

B

C

D

E!($

0
’

!($)

*
*
F
*

B

C

D

E0!($
此时它的 6个解的朗斯基行列式为

G!($)GH&"!($%:%&6!($I)

&" &9 : &6

&>" &J9 : &>6

&!68"$" &!68"$9 : &!68"$
:::::::::

6

特例K!L$一阶线性方程%有公式解!参见M常微分方程的初等解
法N$!LL$二阶线性方程 &@+O!($&J+P!($&)*%若已知它的一个

非零解&"!($利用朗斯基行列式可得到与&"!($线性无关的特解%

";""数 学



进而可得通解!
"#$%&"’#$%()*+)’,

$

$- ’
"*’#.%/

0,1$23#4%54516

7常系数线性方程与方程组8当#’9%中的所有的系数 :;#$%均为常
数时<即方程为

5="
5$=+:’

5=>’?
5$@=>’+A+-="&2 #’B%

叫做常系数线性方程<求#’B%的形如 "&/C$的解则寻求 C所应满
足的代表方程

C=+.’C=0’+A+.=0’C+:=&2 #’D%
称之为特征方程<它的根叫做特征根EF若=个特征根C’<C*<A<C=
互不相同<则 "’&/C’$<"*&/C*$<A<"=&/C=$是#’B%的一个基本解
组GH若 C;为 =;重根#;&’<*<A<I<IJ=%<则

/C’$ $/C’$ $=’>’/C’$

AA AA

/CI$ $/CI$ $=I>’/C’$

是一个基本解组<K当某特征根为复数 C&-+;L并且是 M重根
时<则

/-$NOPL$< $/-$NOPL$< A <$Q>’/-$NOPL$
/-$PRSL$ $/-$PRSL$< A < $Q>’/-$PRSL$

是与特征根 C&-T;L相对应的 *Q个实的解E
常系数线性方程组<当#’U%中所有的 :;V#$%都是常数时<便叫做常
系数线性齐次方程组!

5"
W

5$&X"
W

#’Y%

定义 X的模为ZXZ&[
=

;<V&’
\:;V\<显然ZXZ]2<当且仅当 X&2

*9’’ 思 想 与 学 术



!即 "为零矩阵#时$%"%&’%"()%*%"%(%)%$%")
%*%"%+%)%矩阵 "的幂级数

,"&-("( ./0"
/( 1 .

20"
2(1

称为矩阵 "的指数函数3其中 -为单位矩阵345!6#&,6"是

!.7#的一个标准基解矩阵3即具有 5!’#&-$8常系数非齐次方

程组9:
;

96&":
;

(<
;

!6#=它的通解为

:
;

&,6">
;

(?
6

6’
,!6@A#"<

;

!A#9A !.B#

其中 >为任意的常数列向量3当把!.B#中的 >
;
换为:

;

’时3即得到方

程组具有初值 :
;

!6’#&:
;

’的解$C存在非奇异矩阵 D3使 "&
DEDF.3其中 E为约当矩阵

E&

E.
E/
G

E

H

I

J

K2

3而

EL&

ML .
ML .
G G .

M

H

I

J

KL

EL为 NL阶的!L&.3/31323N.(N/(1(N2&N#3,6"&
D,6EDF.=其中

,6E&

,6E.

,6E/

G
,6E

H

I

J

K2

而 ,6EL&

OP..数 学



!"#$

% $ $&
&’(

$)#*%
+)#*%,-

% $( $)#*&-
+)#*&,

. . %

/

0

1

2%
+#3%4&4(45,

6用待定指数函数法求解常系数线性方程组78当 9的特征根 "%4

"&4(4")均为单根4基解矩阵为:;+$,3+!"%$<
=

%4!"&$<
=

&4(4!")$>

<
=

),

其中<
=

#是与 "#相应的特征向量?@设 "#的重数为 )#+)3%4&4(4

545A),4则与 "#相应的解为

B
=

3!"#$C

<
=

DC
$
%-<

=
%C
$&
&’<
=
&C(C

$)#*%
+)#*%,’<

=
)#

/

0

1

2*%

+&D,

其中<
=

D满足

+9E"#F,)#<
=

D3D
=

+#3%4&4(45, +&%,

依次计算<
=

%C+9E"#F,<
=

D4<
=

&3+9E"#F,<
=

D4(4<
=

)#E%3+9E

"#F,)#*%

+#3%4&4(45, +&&,

+&%,必有 )#个<
=

D从每个<
=

D可由+&&,得到<
=

%4(4<
=

)#E%
由各组<

=

G构
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成 !"个线性无关解#将这 !$%!&%’%!(个解合并在一起即得到一
个基解矩阵

)*+$,-)$.$ ),.%’%*+$,-)$.!$ ),./’%*
+(,-
0
)(.
$ ),.%’%*+(,-

0
)(.
!( ),..#

1常微分方程的幂级数解法23设 4),%5.在矩形区域 6)678,9
,:8;<%8595:8;=%<%=>:.内可以展成),9,:.和)595:.的收
敛的幂级数#则初值问题
?5
?,@4),%5.%5),:.@5: )&A.

在 ,:点的邻域8,9,:8BC内有唯一的解析解%其中数 C>:/D
二阶方程

5EFG),.5HFI),.5@: )&J.
的幂级数解法#设 G),.和 I),.在区间#8,9,:8BG内可展成

),9,:.的收敛幂级数#则方程)&J.在8,9,:8BG内有收敛的幂

级数解 5@K
L

!@:
M!),9,:.!其中 M:%M$是两个任意常数%M")"NA.则

由递推公式确定#例7勒让德方程

)$9,&.5E9&,5HF!)!F$.5@:)!为常数%9$B,B$.在 ,
@:的邻域内有级数解

5@K
L

(@:
OM&(,&(FM&(F$,&(F$P@M:5$),.FM$5&),.%其中

M&(@)9$.(O)!9&(F&.’)!9&.Q!)!F$.)!FA.’)!F&(9

$.PQ M:
)&(.R
M&(F$@)9$.(O)!9&(F$.’)!9A.)!9$.)!F&.’)!F

&(.PS M
)&(F$.R

当 !为偶数时%5$是 !次多项式/!为奇数时%5&),.是 !次多项

TT$$数 学



式!顺次令 "#$!%!&!就得到著名的勒让得多项式’()*+,!($
*+,!(%*+,!&!这是一族正交函数系!对一个定义于-.$!$/上的
函数 0*+,!可作关于 ("*+,的广义傅里叶级数’

0*+,12
3

"# )
4"("*+,!其中广义傅里叶系数为 4"#%"5$%6

$

.$
0*+,("

*+,7+当 +)是0*+,的连续点时!它的广义傅里叶级数收敛到 0
*+),!8对首项系数不为 $的方程

9*+,:;5<*+,:=5>*+,:#) *%?,
设 +)为正则奇点!即 9*+,#*+.+),%@*+,!<*+,#*+A+),B
*+,这里

C*+,!B*+,与 >*+,在 +)点邻域内解析!@*+),D)!则*%?,有收

敛的广义幂级数解 :#2
3

E#)
FE*+.+),E5C!*F)D),!称 C为指标!C

由指标方程确定!FE*EG$,可由递推公式来确定H例如!贝塞尔方
程’

+$:;5+:=5*+%."%,:#)
*"G), *%I,

+#)为它的正则奇点!它有指标方程*C5",*C.",#) JKC$
#"!相应的广义幂级数解为

L"*+,#2
3

E#)

*.$,E
M*"5E5$,M*E5$,N*

+
%,

%E5"

其中 M*E5$,是 M函数!称 L"*+,为第一类贝塞尔函数HOKC%#.
"!而 %"D整数!或 %"为奇数时!有

L."*+,#

2
3

E#)

*.$,E
M*."5E5$,M*E5$,*

+
%,

%E."

当 %"为偶数时!则有解
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!"#$%&’()
*+"

,*#$%-./*01,1*#$%
/(2*0

称之为诺伊曼函数或#相应于整数 "的%第二类贝塞尔函数3,"
#$%有无穷多个零点4依次排列为

56786796:67;6:4#7;+<% #9=%
在 5>?>8上4函数系

,"#78?%4,"#79?%4:4,"#7"?%4:是正交的3若 @#$%在 5>$>8
上定义4在适当条件下可展为级数A

@#$%BC
<

;&8
*;,"#7;$%4

其中傅里叶系数

*;& 9
D,"#7;%E9F

8

5
?@#$%,"#7;?%G?

当 @#$%在 $5点连续4则广义幂级数就收敛于 @#$5%3

H常微分方程初值问题I为了求特定的解4需要J定解条件K4初始条
件是一类重要的定解条件4一阶微分方程为

G!
G$&@#$4!% #L%

它的初始条件是

!#$5%&!5 #M%
方程和微分方程初始条件一起4就构成了常微分方程的初值问题4
也叫柯西问题4即求方程#L%的满足初始条件#M%的解4有时简记
为#L%N#M%
已知以#$54!5%为中心的矩形域 OAP$1$5P>*4P!1!5P>Q4

*R54QR5
李普希茨条件A若存在 SR54使不等式

P@#$4!8%1@#$4!9%P>SP!81!9P

=T88数 学



对任何!"#$%&和!"#$’&()都成立*则称函数+!"#$&在)内关于

$满足李普希茨条件*
皮卡定理,设微分方程!-&中的函数 +!"#$&在 )内连续#并且关
于 $满足李普希茨条件#则!-&.!/&的解于0"1"2034上存在#
而且是唯一的*
柯西5皮亚诺定理,若+!"#$&在)内连续#则!-&.!/&的解于

0"1"2034上存在*

两个定理中的 46789!:#;<&#<67=>!"#$&()
0+!"#$&0*

解的延拓,上述存在定理#4往往?很短@#延拓就是为了解决
这个问题#办法是反复运用存在定理#把积分曲线一段一段光滑地
延伸出去*从皮卡定理#!-&.!/&的右行解!从"2出发#在"A"2
方向的解&到达 "%6"2.4#当!"%#B!"%&&(C时#可作矩形 )%,0

"1"%03:#0$1$%03;%#使 )%DC#记 $!"%&6$%#则又组成了初

值问题,E$E"6+!"#$&#$!"%&6$%
应用皮卡定理#他的解 $6B%!"&

于0"1"%034%上存在#4%6789!:#
;%
<%
&#<%6 7=>

!"#$&()%
0+!"#$&0#

把两次所得的解?接起来@#即

$6
B!"& "2143"3"2.4
B%!"& "2.43"3"2.4.4
F
G

H %

右行解已延伸到"2.4.4%#这就叫做解的延拓*左行解可类似说
明*现在的问题是,这种延拓的?最终结局@怎样呢I为此先给出饱
和解的定义*若一个解不能再行延拓#就称它为饱和解*饱和解相
应的区间称为该解的最大存在区间*一个结论,最大存在区间必为
开区间*
定理,设!-&.!/&的解 $6B!"&

JK%% 思 想 与 学 术



的最大存在区间为 !"#"$%则当 &为有限区域时%有

’()
#*!+
,--#%.-#//%0&/123

’()
#*$+
,--#%.-#//%0&/12

式中 ,-4%4/表示欧氏距离%0&表示 &的边界%含义是5当自变
量 #趋于最大存在区间的左6右端点时%积分曲线趋近于区域 &
的边界7
当 &是无限区域时%解可以延拓到任意接近 0&%或趋向无穷

远的地方7
利用柯西8皮亚诺定理同样可以作解的延拓7

9解对初值和参数的连续相依性:这里讨论的问题是5初值-或参
数/有微小的变化时%解是否也只有微小的变化;<首先设函数 =
-#%>%?/在区域 &5@#A#2@BC%@>A>2@BD%@?A?2@BE上连续%
关于 >满足李普希茨条件5@=-#%>F%?/A=-#%>G%?/@BH->FA>G/

@%其中 HI2%则初值问题5J>J#1=-#%>%?/%>-#2/1>2
的解 >1.

-#%?/在区域 K5@#A#2@BL%@?A?2@BE上是连续的%其中 L1

)(M-C%DN/%N1 )OP
-#%>%?/Q&

@=-#%>%?/@R设函数 =-#%>/在 &上连

续%对 >满足李普希茨条件%>1S-#/是-T/的一个解%其存在区间
为 U%任取VC%DWXU%则YZI2%使对任何初值-#2%>2/5CB#2BD%@

>2AS-#2/@BZ%柯西问题-[/+-\/的解 >1.-#%#2%>2/也在 CB

#BD上存在%并且对-#%#2%>2/%在区域

KZ5CB#BD%CB#2BD%@>2AS-#2/@BZ上是连续的7

9解对初值和参数的可微性:这里讨论的是比连续依赖性更进一步
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的问题!即解作为初值和参数的函数是不是可微的"设函数 #$%!
&!’(以及#$%!&!’(对%!&和’的偏导数都连续)$在区域*’+$%!

&(,-!’,.’(!则初值问题

/&
/%0#$%!&!’(!&$%1(0&1

的解&02$%!%1!&1!’(作为%!%1!&1!’

的函数!在其定义域内连续可微)并且 323%1
和32
3&1
均满足4变分方

程5+
/6
/%0#7&$%!2$%!%1!&1!’(!’(6

的解!初值分别是 6$%1(08#$%1!&1(及 6$%1(09!323’
则是初值问

题

/6
/%0#7&$%!2$%!%1!&1!’(!’(6:#7’(

$%!2$%!%1!&1!’(!’(

6$%1

;

<

= (01

的解)

>第一比较定理?设 #$%!&(与@$%!&(都在平面区域 -内连续!并
且满足不等式

#$%!&(A@$%!&(!
$%!&(,-
又设 &02$%(与 &0B$%(在区间 CA%AD上分别是初值问

题

/&
/%0#$%!&(!&$%1(0&1$E9(

与/&
/%0@$%!&(!&$%1(0&1$EF(

1G99 思 想 与 学 术



的解!其中"#$!%$&’(!则有

)"#&*+"#&!当 #$*#*,!
)"#&-+"#&!当 .*#*#$/

0初值问题的推广1设 %2)"#&是区间 3上的绝对连续函数!对 #
’3时除了在一个测度为零的集合上以外!满足"4&!就称 %2)
"#&是"4&的卡拉西奥多里解/定理5设 6"#!%&在 (上定义!对每
个固定的 %!关于 #可测!对每个固定的 #关于 %连续!又对任何
有界闭域 78(!存在勒贝格可积函数 9"#&!使当"#!%&’7时!
:6"#!%&:;9"#&!则"4&<"=&有一个卡拉西奥多里解/特别!当6
"#!%&是 (上的连续函数时!卡拉西奥多里解就是通常意义下的
解/

0常微分方程边值问题1这是另一类定解问题!是求给定的微分方
程满足边值条件的解!它在流体力学!波动力学!现代控制论中有
重要的应用/
斯图姆比较定理5讨论下面的方程

%><?"#&%@<A"#&%2$ "B&
与

%><?"#&%@<C"#&%2$ "D&
设 ?"#&!A"#&与 C"#&在区间 E上连续!则有5F"B&"及"D&&的任
意非零解在 E内的零点都是孤立的GH"B&"及"D&&的任意两个线
性无关解的零点都是相互交错的GI设 C"#&JA"#&!则"B&的任
意非零解的两个相邻零点之间必有"D&的任意非零解的至少一个
零点/
含参数的二阶线性微分方程

BKBB数 学



!"#$%&’#$%(’)!*#$%)+,#$%(
&#$%-.#$%/ #0%

第一边界条件123#$%4&#5%-,36
27#$%4&#8%-,7 #9%
第二边界条件123#$%4&’#5%-,36
27#$%4&’#8%-,7 #:%
第三边界条件1
23#$%4;3&#5%);7&’#5%-,3
27#$%4<3&#8%)<7&’#8%-,
=
>

? 7
#@%

#0%与#9%A#@%分别组成第一B第二与第三边值问题/当 ,3-,7
-C时6与 .#D%-C时的#0%分别称为第一B第二B第三齐次边值问
题/

E特征值问题F含参数的齐次边值问题6称为特征值问题/#0%与

#@%通常称为斯图姆G刘维尔边值问题6简称为 HGI问题/若当 +
-+C时6此边值问题有非零解 &-JC#$%6则称 +C为这个边值问题
的特征值6相应的函数&-JC#$%称为特征函数/
例1求边值问题 &K)+&-C6&#C%-C6&#L%-C的特征值和特

征函数/M+NC时无解6即一切负的或等于零的常数 +都不是这
个边值问题的特征值OP+QC时6方程的通解

&-R3STUV+$)R7UWXV+$6
把边值条件代入其中得1&#C%-R3-CO&#L%-R3STUV+L)R7UWXV+

L-C6故 UWXV+L-C6于是 +-+Y- YZ>

?

[

\L
7

6#Y-3676]%/相应的特

征函数为 &-JY#$%-UWXYZL$6#Y-3676]%/
由此可得到特征值
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与特征函数的一些重要特性!"#$%边值问题有无限多个&简单
的’特征值(而且可以排列为!

)*+),+)-+ . +)/+ . 并且012
/34
)/5467与8)/9相应的特

征函数构成的特征函数系8:/&;’9是正交系<这个例子虽然特殊(
但已经证明这两条重要性质对一般的 #$%问题也是成立的<一
般(可把&=’与&>’化为如下典型的 #$%边值问题!
?@AB)AC&;’D?5*

?&*’EFGHA?I&*’G1JH5*(?&,’KLMNO?I&,’G1JN
P
Q

R 5*

其中 C&;’于 *S;S,上有定义而且连续<则特征值与特征函数
有上面例子中的两条性质(于是可考虑定义于 *S;S,上的函数

T&;’展成8:/&;’9的&广义的’傅里叶级数的问题<

U常微分方程定性理论V,WX,年刘维尔证明黎卡提方程一般无初
等解(从理论上结束了对每个微分方程都去求初等解的探索<但是
许多实际问题&天文的(力学的..’归结为微分方程(需要掌握它
的解的性质(因此(定性理论便成了重要的方法和工具<YZ庞加莱
的[微分方程所定义的积分曲线\开拓了常微分方程定性理论的方
向(它一度成为研究常微分方程的主流方向之一<,]-̂ 年荷兰工
程师范德坡建立了三极管振荡电路的数学模型(即著名的范德坡

方程!;
ZZ

A_&;-O,’;
Z

A;5*&_‘*’<前苏联的数学家们则把这项
技术工作和庞加莱的定性理论联系起来(大大促进它的理论发展
和广泛应用<以二维情况为例(称

a;
ab5c&;(?’(

a?
ab5d&;(?’ &,’

为自治&定常’的系统(&,’的右端在&;(?’平面上定义了一个向量
场<称&;(?’平面为相平面(解;5;&b’(?5?&b’在相平面上描出

=̂,,数 学



的光滑曲线叫做轨线!
奇点"使 #$%&"’&()*$%&"’&()&的点$%&"’&(叫做系统$+(

的奇点"否则就称为常点!关于奇点的研究是定性理论的基础工作
之一!对于常点有一个重要定理,$+(的轨线在常点附近是一族$在
拓扑意义下的(平行直线!而奇点附近的轨线则是多姿多彩的!例

如-%
.

)%"’
.

)/’"$&"&(是奇点"叫做鞍点$图 +(01%
.

)/%"’
2

)/3’"$&"&(是奇点"叫做稳定结点$图 3(04%
2

)/’"’
.

)%"$&"
&(是奇点"叫做中心$图 5(!还有一些其他类型的奇点!
极限环,系统$+(的孤立的闭轨线称做极限环"例如系统 %

.

)’6%

$+/%3/’3("’
.

)/%6’$+/%3/’3(化为极坐标,7879)8$+/8
3("

7:
79)/+
奇点为 %)’)&"8)+是极限环"若初值点 #+在 8)+内

部"当 9增加时"由7879;&
知"8是增加的"并且 <=>

9?6@
8)+!极限环,

系统$+(的孤立的闭轨线称做极限环"例如系统 %
.

)’6%$+/%3

/’3("’
.

)/%6’$+/%3/’3(化为极坐标,7879)8$+/8
3("7:79)/

+奇点为

图 A
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图 !

图 "

图 #
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!"#"$%&"’是极限环%若初值点 (’在 &"’内部%当 )增加时%

由*&
*)+$
知%&是增加的%并且 ,-.

)/01
&"’2

若初始点(3在&"’的外部%*&*)4$%
当)增加时%&减少%并有 ,-.

)/01
&

"’%&"’这个极限环%5吸引6了从它附近出发的所有轨线%叫做
稳定的极限环2此外有不稳定极限环%半稳定极限环等2关于极限
环所研究的问题是7极限环的存在性8稳定性8唯一性或个数和极
限环的相对位置等2
全局结构的研究7为了研究全局性态%需研究5无穷远6处的情

况%庞加莱建立了一个单位圆模型%并且给出了庞加莱变换%把整
个二维平面%包括所有无穷远点%变换到这个单位圆上%其圆周便
是无穷远点的集合2
其他如周期系统8环面上的微分方程8高维系统等2都有相当

程度的进展2

9常微分方程的稳定性理论:这是由俄国数学家李亚普诺夫在 ’;
世纪;$年代开创的数学分支2它研究干扰性因素对运动系统所产
生的影响2设 !<=>%)<=’%把给定系统

*!
*)"!?)%!@ ?’@

的解叫做5运动6%设已知某运动 !"A?)@%称它是?在李亚普诺夫
意义下@稳定的%指当 !$与 A?)$@距离很近时%!"!?)%!$@总离 !
"A?)@很近%其中 !"!?)%!$@是在 )$时过 !$的解2即7BC+$%
DE+$%使当F!$GA?)$@F4E时%总有

F!?)%!$@GA?)@F4C
?)H)$@就称?未受干扰运动@!"A?)@是?在李亚普诺夫意义下@为

II’’ 思 想 与 学 术



稳定的!否则就称为不稳定的"若稳定的运动还具有

#$%
&’()

*+,&!+-./0,&.*1- 就称运动 +10,&.是,在李亚

普诺夫意义下.渐近稳定的"
在提出概念的同时!李亚普诺夫创造了两种解决问题的方法!

即第一方法和第二方法"第二方法即李亚普诺夫直接法!是把系统

,2.的解的稳定与否和某些具有特殊性质的函数3,&!+2!4!+5.
的存在性联系起来!给出一些判据"李亚普诺夫本人给出几个定
理!已成为运动稳定性理论中的经典定理"对自治系统

6+
6&1+,+. ,7.

设 +1-为其解"如能找到定正函数3,+.!8使696&:,7.1
;9
;++

,+.为常负的或恒为零!则,7.的零解是稳定的<=若696&:,7.1
;9
;+

+,+.是定负的!则,7.的零解是渐近稳定的<>若

69
6&:,7.1

;9
;++,+.?-!

则,7.的零解是不稳定的"

例!考虑系统

+
@

1A/B+,+7(A7.

A
@

1/+/BA,+7(A7
C
D

E .
,F.

取定正函数 3,+!A.1+7(A7!
69
6&:,F.1

;9
;+
6+
6&:(,F.17+GA/B+,+

7(A7.H(7AG/+/BA,+7(

A7.H1/7B,+7(A7.7"故得IB?-时!,F.的零解是渐近稳定的<B
1-时!,F.的零解是稳定而非渐近稳定的<BJ-时零解是不稳定
的"
李亚普诺夫之后!第二方法得到很大的发展"除了推广李亚普
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诺夫的结果之外!还发展出许多新的概念!如全局稳定性"关于部
分变元的稳定性"结构稳定性等!并在自动控制"星际航行等领域
有重要应用#

$动力系统%考虑系统
&’
&()’*’+ *,+

其中 ’*’+-.*/012+!
&’3
&(*3),!4!5!2+

表示速度分量!称 12

为相空间!1612)7*(!’+8叫做增广相空间#运动*即*,+的解+在
相空间中描出的图形叫做*质点运动的+轨线#以 9*:!(+记当 ();
时过 <点的解!其定义区间为*=>!?>+!则对每个固定的 (!
9*:!(+定义了开区域 /到自身的一个变换!当 (-1时!@<-/!
有 9*:!(+-/!即 9*A!(+B/C/!(-1!或 9B/61C/!变换 9具
有下述性质BDE9*:!;+):FGE9*:!(+关于 :!(一并连续FHE9*9
*:!(,+!(4+
)9*:!(,?(4+#这些变换的全体叫做一个动力系统!或直接称*,+
是动力系统#抽象动力系统是抛开微分方程*,+!只要 9是 /61
到 /的变换!并且满足条件D"G和H!9就叫做 /上的一个动力
系统!或拓扑动力系统!这是因为对固定的 (!9*A!(+是从 /到 /
自身的拓扑变换#
拓扑动力系统!主要研究各种轨线的类型及它们之间的关系#

为研究轨线的分类!必须研究轨线当 (CI>时的状况!于是有极
限集!不变集!极小集等的研究#(C?>时的轨线则分为正向远离
的"正向渐近的及 <?*泊松+稳定的!负向类似#对双侧远离!渐近
和 <式稳定也需要研究#
微分动力系统!是具有可微性质的动力系统!它研究常微系统
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及结构稳定性!以及双曲性"匀断性"#稳定等问题$

%流形上的微积分&
微分’在 ()!微分被定义为函数改变量的线性主部 *+,-’./

0*+,-.,12+.,-!自变量的微分就定义为它的改变量’3,0
.,!把导数的定义

456
789

:+,17-;:+,-
7 0:<+,-

改写成456
789
=:+,17-;:+,-;*+7->?709!便于推广!设 ,0+,)!

,@!A!,B-C(B!映射 :0+:)!:@!A!:D-!开集 EF(B!,CE!:’E8

(D$定义’若存在一个与点 ,有关的!从 (B到 (D的线性变换 *,!
使 :+,17-;:+,-0*,+7-1G:+7-!并有456

789
G:+7-?709!就称映射

:在点 ,可微!*,就是 :在点 ,的导数+或微分-!记为 E:+,-$当

:+,-在 E的每一点都可微时!就称 :在 E可微!并称 :为可微映
射$:在 ,可微的充要条件是!每个分量 :H+H0)!@!A!D-都可微!
并有 E:+,-0

I:)
I,)+,-

I:)
I,@+,- A I:)

I,B+,-

I:@
I,)+,-

I:@
I,@+,- A I:@

I,B+,-

I:D
I,)+,-

I:D
I,@+,- A I:D

I,B

AAAAAAAAAAAAA

J

K

L

M
+,-

上式右端的矩阵叫做:的雅可比矩阵$从几何上来说!用过N点的
切线来逼近的函数 /0:+,-!是最佳的线性逼近O对 P0:+,!/-来
说!在N点的切平面是对P0:+,!/-的最佳线性逼近$再从运算关
系来看!微分是满足对加法"乘法和以数去乘时的规则的!进一步
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还满足微分的莱布尼茨法则!当把微分概念向流形上推广时!就以
这些要求作为基础"流形上的概念!要通过与其同胚的欧氏空间相
应的概念来表现!即通过同胚转移到流形上"
设 #是某 $维流形!即它是一个拓扑空间并且是豪斯多夫空

间!设%&’(是 # 的开覆盖!对任意 &’!联系着一个映射 )’*&’+
,’!,’是 $维欧氏空间内的非空开集!)’是同胚映射"就是说!#
虽然不是欧氏空间!但可以把它局部地欧几里得空间化!即可以认
为-在拓扑意义上./’和 ,’相同0# 虽然没有坐标!但可以给它

1装上2局部坐标*34-5&’.66
)’+75,’!可以把 7的坐标看成 4

的局部坐标"称 &’是坐标邻域!)’为坐标映射!-&’!)’.是坐标
图!%-&’!)’.(叫坐标图册"若 &’!&8都在%&’(内!并且 &’9&8:
;-;为空集.!对 45&’9&8!在 &’之下!4+7!在 &8之下!4+
<!即同一个点!既可用坐标 7表示!又可用坐标 <表示!两个坐标
间有变换式)8=)>?’ *)’-&’9&8.+)8-&’9&8.!使7@+<!映射)8
A)>?’ 是 )’-&’9&8.到 )8-&’9&8.的双射!若它可微并且其逆可
微!就称它为微分流形"
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流形上的可微函数!设 "是 #维 $%流形&坐标图册是’()*&+*,-&

.是 " 中的开集&/0.1若 23+45* 可微&就称 2在点 /可微&当 2
在每个点 /0.可微时&就称 2在 .可微6
切空间!设 /0"&7/是在点 /附近有定义且在 /点可微的函

数组成的空间&具有!(289,(/:,;2(/:,89(/:,<(*2,(/:,;*2
(/:,<(29,(/:,;2(/:,9(/:,6=+07/&+!7/>?具有!(@,线性!+
(289,;+(2,8+(9,&+(*2,;*+(2,<(A,莱布尼茨法则!+(29,;2
(/,+(9,89(/,+(2,&就称+是"在点/的一个切向量&所有这种

+组成的空间称为"在点B的切空间&记为C/&这是切线&切平面
的推广6切空间C/是#维线性空间&在给定的坐标系下&它的基是

D
DE5FE&G&

D
DE#FE&
其中E;(E5&G&E#,是点/的局部坐标&任一切

向量均可表为

+;*5 DDE5FE8G8*#
D
DE#FE6

积分!在 ?H&三个向量 IJ;IJ5J
K

8IJLM
K

8IJHN
K
的外积 I5OILOIH

;PQR(IJM,&其中(IJM,;S(J&M;5&L&H,为三阶方阵&它具有!重线
性T反交换性及 IOI;U&设 V为 #维实线性空间&V中的元素以

W&X来表示&V的基以 Y5&YL&G&Y#表示6构造新的线性空间 ZN如

下!ZU;?&Z5;V&ZL; [IJ(WJOXJ’ -,&其中的和式均取有限项6
IJ0?&WJ&XJ0V&运算O满足!(@,重线性!(*5W58*LWL,OV;*5
(W5OX,8*L(WLOX,<WO(*5X58*LXL,;*5(WOX5,8*L(WOXL,<

(A,反交换性!WOX;4XOW<(\,WOW;U6由W;[
#

J;5
*JYJ和X;

[
#

J;5
]JYJ&有 WOX;[

J&M
*J]J(YJOYM,;[

Ĵ M
(*J]J_*M]J,YJOYM(其中用到了
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!"# !" $ % 及 !& # !" $ ’ !" # !&() 一 般*+, $

-."/0",12"/#2"3#0#4",5 6(*其中的和式为有限的*."/0",78*2"/*
0*2",74*+满足91:(重线性92"/#0#1.2"&;.<2<"&(#0#2",$
.2"/#0#2"&#0#2",;.<2"/#0#2<"&#0#2",=1>(反交换性9

2"/#0#2"&#0#2"!#0#2",$’2"/#0#2"!#0#2"&#0#2",=
1?(若 2"/*0*2",中有两个元素相同*则 2"/#0#2",$%*在基 !/*
!3*0*!@之下*+,的元素的一般形式是

-
/A"/B0B",A@

C"/0",!"/#0#!",)这种形式叫做 ,形式*其中 C"/0",78*

记 +$+%D+<D0D+@*称 +是由 4生成的格拉斯曼代数)
设 E是 @维线性空间*EF为 E上所有实线性泛函组成的空

间*称它为 E的对偶空间)GH是流形 I在点 J7I处的切空间*
GJ上所有实线性泛函组成的空间 GFH 是 GH的对偶空间)当 J的
局部坐标是1E/*E3*0*E@(时*GFH 的元素一般形式是 C/KE/;0
;C@KE@*其中 C/*0*C@是在 J的某邻域内的可微函数)当某函数

可微时*KL$ MLME/1J(KE/;0;
ML
ME@1J(KE@)G

F
H 生成一个格拉斯曼

代数 +*其中的 ,形式是 -
/A"/B0B",A@

C"/0",KE/#0#KE",1/A,A@(

称它为 ,微分形式)
外微分*在 +上引进映射 K*它把每个 ,形式映为1,;/(形

式9N$C1E/*0*E@(KE"/#0#KE",*KN$KC#KE"/#0#KE",$

1MCME/KE/;0;
MC
ME@KE@(#KE"/#0#KE",)

称这种 K为微分形式

上的外微分)
设 I 为 @维流形*其坐标图册由坐标图1I*O(构成*又设 N

是 I 上的一个 @形式*在坐标1E/*E3*0*E@(之下*N表为 N$N
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!"#$%$"&’("#)%)("&$*在 + 上的积分定义为,+*-,.!+’*
!"#$%$"&’("#%("&/等式右端是欧氏空间上的重积分$例如!第

二型’曲面积分0
1

2!"$3$4’("(3$("(3理解成 (")(3$当 "-"

!5$6’$3-3!5$6’$4-4!5$6’$!5$6’78时$因为 ("-"5(59
"6(6$(3-35(5936(6$故 (")(3-!"5(59"6(6’)!35(59

36(6’-
"5"6
3536

(5)(6$于是

0
1

2!"$3$4’(")(3-0
8

2!"!5$6’$

3!5$6’$4!5$6’’:
"5"6
3536

;

<

=

>
(5)(6

这就相当于化曲面积分为二重积分/
问题在于$1的坐标图册不是?整体@的$或?完整的一块@的$

而是由局部坐标?粘连@起来的$为将其整体化$需要藉助于?#的
分解@$结果是A若 + 是 &维定向的紧微分流形$其坐标图册是A
!B#$.#’$!BC$.C’$%$!B&$.D’$又 EF是属于坐标邻域GBFH!F-#$
%$&’的 #的 IJ分解$若 *为 &形式$在 BF内表为

*-*!"#$%$"&’("#)("C)%)("&

定义 *在 +上的积分,+*为,+*EF的和$即有

,+*-K
D

F-#,BF*EF
-K

D

F-#,.F!BF’LF!"#$%$"&’M
EF!"#$%$"&’("#%("&/
右端是 &维欧氏空间上的 &重积分/
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例!分别令 "#$%&’(%)!"#*%)+%,’(%,+%&’-%&+
%)及 "#$%&’(%)’-%,!则格林公式.高斯公式和斯托克斯公

式均呈下面统一的形式/01%"#02%"
当然其优点绝不仅仅是将以前的结果3统一4!而是有许多更

深刻的论题5它着眼于拓扑结构.微分结构及复结构等5

6非标准分析7这是美国逻辑学家鲁宾逊于 89:;年创立的新学科5
他首先把实数结构 -扩张为包含无穷小数和无穷大数的结构

-<!在一定意义下-<与-有相同的性质5称-<中的元素为超实
数5形象地说!是在普通实数中又加进了无穷小数=其绝对值小于
任何实数>及无穷大数=其绝对值大于任何实数>5若 ?#@’A!其
中 A为无穷小!@为3标准4实数=即@B->5当两个超实数?与C相
差为无穷小时!就称 ?为无限接近于 C的!记为 ?DC!可以证明这
是一个等价关系5每个等价类中包含唯一的标准实数@5称等价类

E=@>为一个单子5单子不是-<中的数!而相当于-中的数5可进
行四则运算!但不满足阿基米德公理=即F@!GH;!IJBK!使得

J@HG>5在这些规定之下!标准分析里的许多概念.定理等可以自
然地扩张5如区间L@!GM扩张为L@!GM<N-中的函数可以自然地扩

张为 O<=&>等N连续性/函数 O=&>在标准点 &;连续P&D&;时!

O<=&>DO<=&;>5有一个特别重要的定理QQ转换定理/每个关于

-可形式化的命题!对 -成立时!经过适当解释=即将 -中的对
象!解释为 -<中的对象>对 -<也成立!反之亦然5
非标准分析使3无穷小4获得新生!重新用它刻画微积分问题5

这不仅能表明状态!还能表明过程!使具有直观与简洁性5非标准
分析一经问世便得到迅速发展!用它解决了许多问题5如希尔伯特
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空间上的多项式紧算子的不变子空间的存在问题!在此之前"已有
几十年未能解决#等$卢森堡构造出了非标准分析模型"也有其他
人构造出非标准分析模型$此外"发展出非标准群论%非标准泛函
分析%&&学科"而且有不少应用$

偏微分方程

’偏微分方程(含有未知函数的偏导数的方程$如方程

)*+,-)../0 !1#
其中 ,为已知常数")/)!."*#是未知函数$方程中出现的未知函
数的最高阶偏导数的阶数"称为方程的阶数$如方程!1#是二阶方
程$

12世纪初"微积分形成不久"人们就开始用偏微分方程研究
物理学问题$如用方程!1#描述了热传导规律"其中)!."*#表示在

.点*时刻的温度$随着科学技术的发展"偏微分方程已在多种学
科中广泛应用$除物理学%技术科学外"在化学%生物学%生态学等
多种领域中也有所应用$人们一方面研究偏微分方程的一般理论"
一般方程的求解%解的性质等"但即使形式很简单的方程也常常很
复杂$因此人们更多地研究其他学科中感兴趣的偏微分方程"针对
各种问题"给出各种解决办法$
一般"一个偏微分方程有许多解"可含有任意函数$如二阶方

程 )**+,-)../0"有解 )!."*#/3!.+,*#45!.4,*#其中 3!6#%5
!7#是二次连续可微的任意函数$
对于偏微分方程"通常注重求满足某些附加条件的特解$未知
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函数在初始时刻所满足的条件称为初始条件!在所给区域的边界
上满足的条件称为边界条件"这些条件统称为定解条件!它们通常
依据实际问题的需要而提出"方程和定解条件组成定解问题"只
含有初始条件的定解问题称为初始值问题或柯西问题#只含有边
界条件的定解问题称为边值问题#既有边界条件又有初始条件的
称为初边值问题或混合问题"
若定解问题的解是存在的$唯一的$且对定解条件是连续依赖

的%即定解条件中的量变化不大时!解的改变也不大&!称定解问题
是适定的定解问题"在 ’(世纪以前!人们认为适定的定解问题才
有意义!但随着科学技术的发展!特别是在探矿$大气物理等一些
很有意义的实际问题中!遇到了不适定的问题!如连续依赖性不成
立"不适定的定解问题也称为病态问题!’(世纪中叶以来!不适定
问题的研究已逐渐成为偏微分方程的一个重要方面"
若函数 )在某区域 *上连续!方程中出现的各偏导数也连

续!代入方程使方程成为恒等式!就称 )是方程的经典解"经典解
对解函数光滑性的严格要求++偏导数也连续!常使一些很有意
义的定解问题没有解"比如集中力作用的弦振动问题"因此需要
扩充解的概念"扩充的方法一般有两类,其一是把经典解在一定意
义下的极限算作解#另一方法是把广义导数意义下满足方程或定
解问题的函数作为解"它们统称为广义解"相对于广义解!经典解
也称为狭义解"

-数学物理方程.主要是指从物理学及其他各门自然科学$技术科
学中出现的偏微分方程!有时也包括与此有关的积分方程$微分积
分方程和常微分方程"
早在 /0世纪!达朗贝尔把弦的振动规律归结为波动方程 )11
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!"#$%%&付里叶用热传导方程 $’!"#($%%)$**)$++,描述固体中的
热传导规律&而拉普拉斯方程$%%)$**)$++!-描述了定常的温度
场.速度势和引力势等/同一个偏微分方程常常可描述许多不同领
域中的问题/
经典的数理方程大量的是二阶线性偏微分方程/所谓线性&是

指方程中出现的未知函数及其导数都是一次的/波动方程.热传导
方程和拉普拉斯方程都是二阶线性方程/若线性方程中&有不含未
知函数及其导数的项&如 $’’!"#$%%)0(%&’,中的0(%&’,&0(%&’,
为已知函数&这项称为非齐次项或自由项&此时方程称为非齐次线
性方程&否则称齐次线性方程/齐次线性方程的解符合叠加原理&
即若 $1&$#是方程的解&则 2$1)3$#也是方程的解&其中 2&3为任
意常数/分离变量法.齐次化原理等是解数学物理方程定解问题的
重要方法&都依据叠加原理/

4波动方程5$’’6"#$%%!-是一维波动方程/它可描述弦的微小横
振动&其中 7(%&’,表示弦的横向位移&故又称弦振动方程/它的
解可表示成 $!0(%6"’,)8(%)"’,(9(:,.8(;,为任意的二次
连续可微函数,&9(%6"’,.8(%)"’,分别称为右传播波和左传播
波/直线族 %6"’!<1和 %6"’!<#称方程的特征线族&右传播波
沿 %6"’!<值不变左传播波沿 %)"’!<#不变/
给定弦的初始位移和速度 $(%&=,!>(%,&$’(%&=,!>(%,&

它们和方程一起组成初始值问题&其解表示为 $(%&’,!1#?>(%6

"’,)>(%)"’,@)1#A
%)"’

%6"’
>(2,B2称为达朗贝尔公式/

对于有限长的弦的振动问题&如长为 C两端固定的弦的振动
问题&除初始条件外&还要加端点条件&即边界条件 $(=&’,!-和
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!"#$%&’($成为初边值问题)利用分离变量法可得到它的级数形
式的解)分离变量法的物理意义是把弦的振动分解成基音和泛音
的叠加)分离变量法的基本步骤是*设方程有形为!"+$%&’+"+&
,"%&的解$将它代入方程$可以分离变量而得到两个常微分方程

+-./+’($,-./,’($/是参数)由边界条件得到 +"+&的边界
值$这就构成了 +"+&的特征值问题$解之$得到一系列特征函数

+0"+&$再解出相应的 ,0"%&$从而得到方程满足边界条件的一系

列的解 !0’+0,0$把它们叠加起来$确定系数使满足初始条件$便
得到原问题的解)初边值问题的边界条件也可能是其他形式的)如

在 #端自由时$边界条件形式为1!1+"#$%&’($
分离变量法还可用到

其他方程和别的定解问题)
对非齐次方程$如 !%%234!++’5"+$%&$5"+$%&的物理意义是

持续外力作用$把它看成各时刻所受冲击力的叠加$利用相应齐次
方程问题的解$叠加起来66积分来得到非齐次方程的特解$这种
方法称为齐次化原理或789:;<=原理)齐次化原理也适用于热传
导方程和一些更为复杂的线性方程)
二维>三维的波动方程 !%%’34"!++.!??&>!%%’34"!++.!??.

!@@&$分别描述膜振动和声波>电磁波的传播)在实际中$二维波与
三维波的传播有很大的区别$三维波有惠更斯原理$有局部振源的
声波$波在传播过程中$传到和传过都有明显的界面$分别称为前
阵面和后阵面$无后效性)而由初始的局部拢动形成的二维波$如
平静的水面投一石块$水面波有明显的前阵面$而没有后阵面$它
具持续后效的特性$只是当 %AB时$振动减小到零)二维>三维波
动方程的柯西问题解的泊松公式分别刻划了这一特性)
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!拉普拉斯方程"又称调和方程#二维$三维及%维的拉普拉斯方程

&’’(&))*+,&’’(&))(&--*+及./
%

0*1
&’0’0*+,均可用2&*+或

34&*+表示#它们相应的非齐次方程是泊松方程2&*5#5常表

示成6789,其中 9表示密度#
拉普拉斯方程通常描述稳定状态,一般研究它的边值问题#基

本的边界条件有三类,在区域的边界上:&*;称为第一类<=&=%*>

称为第二类<=&=%(?%*>@?A4+B
称为第三类#其中=&=%

表示外法线

方向导数,;,>,?是定义在区域边界上的函数#附加第一类边界条
件问题称为第一类边值问题,附加第二类边界条件的称为第二类
边值问题#
拉普拉斯方程的二次连续可微解称为调和函数#调和函数是

非常光滑的,区域 C上的调和函数不但有任意阶偏导数,而且是
实解析的函数,即在 C中任一点,都存在它的一邻域,在这邻域上
调和函数可表示成一致收敛的幂级数#复变量 -的解析函数 5@-B
*&(0D它的实部 &与虚部 D都是二维的调和函数#
调和函数具有极值性质,即在区域 C上不恒为常数的调和函

数,在区域 C的内部不能取得最大值和最小值#

1
48EF

1
G
与 1
78G
分别是二维和三维拉普拉斯方程的基本解,G*+

是它们的奇点#由它们可以构造出方程的其他解#以三维情形来
说,积分

H
I

J@K,L,MB
G NO,@式中 I为一曲面,J是定义在 I上的连续函数B确

定的函数在I以外满足方程#在三维区域C上的积分&@’,),-B*

PQ11数 学



!
"

#$%&’&()
* +%+’+(是泊松方程的重要特解&它是以,为密度的体位

势-利用格林公式还可以得到调和函数的积分表示式.$/&0&1)2

3
456

7"

3
*
7.
789.

7$3*)
:

;

<

=78
+>&其中 7"是区域 "的边界-

拉普拉斯方程的狄里希勒问题的格林函数是$%&’&(/&0&1)2

?$%&’&(/&0&1)@ 3
45*&
其中?是调和函数&满足?A7"2 3

45*-
由格林

函数可表示出狄里希勒问题的解 .$/&0&1)296
7"

B$%&’&()778C

$%&’&(&/&0&1)+D-对于一些特殊区域&如球E半空间E半球等用镜
象法可求出格林函数&从而得到狄里希勒问题的解-这种解狄里希
勒问题的方法称格林函数方法-
对于某些特殊区域的边值问题&也可用分离变量法求解-

F热传导方法G最早由描述热传导过程得到-它的一维形式是 .H9

IJ.//2K$/&H)&.是温度函数&IJ2LM,&L
是热传导系数&M是比热&,

是密度-N是外热原密度K2NM,-
三维介质中的热传导方程是.H9

IJ$.//@.00@.11)2K-热传导方程也可描述其他的物理现象&如扩
散过程等-
方程附加初始条件 .AH2O2P成为初始值问题-一维齐次方程

的初始值问题的解是 .$/&H)2 3
QJI 5H

R
S

9S
P$T)U9

$/VT)
J

4I
J
H+T-其中函数 3

QJI 5H
U9

$/VT)
J

4I
J
H是初始值问题的基本
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解!由它还可组成非齐次方程的特解"
对于有界区域上的热传导问题!为了确定解!除初始条件外#

还要附加边界条件"边界条件通常有三类!设 $%为区域的边界!
第一类边界条件&’($%)*!即已知界面上温度#第二类边界条件&
$’
$+(,%)-!+

为外法线方向!其意义是通过边界的热量已知#第三

类边界条件&$’$+
.

/

0

1
23’($%)-43567!即物体表面给定热交换规

律"对于一维情形!如杆的热传导!边界条件给在杆的两端!其中

$’
$+
为$’
$8(8)6
和$’
$8(8)9"

方程连同初始条件及边界条件中的任意一类!组成初边值问
题"和波动方程的初边值问题类似!可以用分离变量法得到级数形
式的解"
一个内部没有热源的热传导过程4即方程中 :)67!内部的温

度不能超过和低于初始时刻及边界上的最高温度和最低温度!这
种性质称为极值原理"利用极值原理直接可得初边值问题解的唯
一性和稳定性"

;二阶线性偏微分方程<二个自变量的二阶线性方程的一般形式是

=>>’882?=>?’8@2=??’@@2A>’82A?’@2B’):4>7!其中 =CD!AC!B!:4CD
)>!?7是8!@的已知函数"许多经典的物理现象是由二阶线性方
程描述的"如波动方程E热传导方程和拉普拉斯方程!它们是偏微
分方程中研究最早E最有广泛应用的方程"方程中的二阶导数部分
称为方程的主部!=?>?F=>>=??为判别式"在8!@平面区域%上!以方
程的判别式为正E为负或为零!分别称方程为椭圆型偏微分方程E
双曲型偏微分方程和抛物型偏微分方程"简称为椭圆型方程E双曲

>G>>数 学



型方程和抛物型方程!各类方程都可以通过适当的可逆的变量变
换"使其主部呈典型形式#$%%&$’’(椭圆型)*$%%+$’’或 $%’(双曲

型)*$%%(抛物型)!拉普拉斯方程,波动方程和热传导方程分别是
椭圆型方程,双曲型方程和抛物型方程的典型代表!同一类方程常
有许多相近的性质"不同类型的方程所描述的物理现象则有很大
区别"从而解的性质和定解问题的提法及解法也常有很大区别!
对于多于二个自变量的方程"可以它的主部的系数组成的二

次型的特性作类似的分类"但一般没有可逆的变量变换使方程成
为典型形式!
在区域 -内"有不同型的部分"如在空气动力学中迂到的特

里柯米方程 ’$%%&$’’./"在 ’./附近!称这种方程为混合型方
程!对混合型方程的研究 0/世纪才开始!
若在区域 -内"仅有某些点集或边界上发生型的变化"其余

部分均属一种类型"就称方程是退缩的"如退缩椭圆型,退缩双曲
型和退缩抛物型!

1一阶偏微分方程2以两个自变量为例"它的一般形式是 3(%"’"

$"$%"$’./)"其中一阶拟线性方程为 4(%"’"$)$%&5(%"’"$)$’
.6(%"’"$)(7)8把方程的解 $.$(%"’)看成(%"’"$)"空间的曲
面"称为积分曲面!其法线方向数是($%"$’"97)!当 $是(7)的解
时"它的几何意义是"积分曲面的法线与方程系数组成的向量(4"
5"6)垂直"即积分曲面必与向量(4"5"6)相切!以(4"5"6)为方向数
的方向标组成方向场"称为方程的特征方向场"相应的常微分方程

组:%
4.

:’
5.

:$
6
是特征方程组"特征方程组的积分曲线叫特征线"

光滑曲面 $.$(%"’)成为(7)的解的充要条件是它由特征曲线组
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成!
光滑曲线"#$%$&’()*%*&’(上给定+的值+,-%.&’()称为

初始值)求方程&/(满足初始值的解称为解初始值问题或柯西问
题!当"与特征线在&$)*(平面上投影不相切时)过0#$%$&’()*
%*&’()+%+&’(每点作作特征线)这些特征线织成曲面 +%+&$)
*()当 0是光滑曲线时)+&$)*(就是光滑曲面且成为方程&/(的初
始值问题的解!由此看出一阶方程的求解问题与常微分方程组有
密切关系!
柯西1柯娃列夫斯卡娅定理)证明了解析系数方程的解析初始

值问题的解析解的存在2唯一性!这个定理条件要求苛刻)得到的
结果又是局部的)但它在偏微方程的理论中仍是很重要的!

柯西1黎曼方程组3+3$%
34
3*)
34
3$%5

3+
3*
是最重要的一阶线性方

程组之一)它在流体力学中起着重要作用)它的解+和4组成一对
共轭调和函数)即它们是某个解析函数 6&7(的实部和虚部!

积分方程

8积分方程9它是包含有积分运算且在积分号下含有未知函数的方
程!描述地球引力场中质点下落轨迹的阿贝尔方程就是最早的积
分方程!在积分方程的研究中线性积分方程&即未知函数在方程中
以线性形式出现(的理论较为丰富)其中最为著名的是以瑞典数学
家弗雷德霍姆命名的第一2二2三型方程)它们分别是&/(

:
;

<
=&$)*(.&*(>*%?&$(@&A(?&$(5B:

;

<
=&$)*(.&*(>*%?&$(@
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!"#$!%#&!%#’()
*

+
,!%-.#/!.#0.1/!%#-其中 ,!%-.#为在 +2

%-.2*上连续的已知函数-称为积分方程的核-$!%#与 /!%#都
是在区间 +2%2*上连续的已知函数-&!%#是未知函数-(是参
数3费雷德霍姆为其第二型的方程建立了求解的弗雷德霍姆方法
及讨论可解性的一组重要定理4!5#在 (平面的有限区域内-最多

有有限多个 (值-使齐次方程 &!%#’()
*

+
,!%-.#&!.#0.16有非

零解-这样的 (称为特征值7对应的非零解称为特征函数7!8#每个
特征值(至多对应有限多个特征函数-其个数称为(的秩7!"#当(
为特征值时-非齐次方程!即 /!%#96的情形#可解的充分必要条

件为其自由项 /!%#与共轭齐次方程 :!%#’(
’

)
*

+
,!.-%#

;;

:!.#0.

16的特征函数:<!%#正交-即)
*

+
/!%#:<!%#0%16!<15-8-=->#-

>是 (的秩3!?#齐次方程与其共轭齐次方程特征值互为共轭复
数-且对应的秩相等3这四个定理常被简述为弗雷德霍姆备择定
理4第二型弗雷德霍姆方程或者对任意自由项有唯一解-或者相应
的齐次方程有非零解3另一类重要的线性方程称为沃尔泰拉方程-
它是当 ,!%-.#16!%@.#的弗雷德霍姆方程-这时方程的上限 *
可改为变量 %-沃尔泰拉方程也相应地具有三种不同形式-它的理
论和弗雷德霍姆方程有了很大差异3如第二型沃尔泰拉方程对一
切的 (总可解7第一型沃尔泰拉方程在一定条件下总可以化为第
二型沃尔泰拉方程-而弗雷德霍姆第一型的方程则不具有这些性
质-而其可解性的研究则相当困难3以上两类方程都可以推广到关
于未知函数向量&!%#1!&5!%#-&8!%#-=-&A!%##的方程组的情
形-这时核 ,!%-.#看作是 A阶方阵!,<B!%-.##!<-B15-8-=-A#-
自由项也是A维向量/!%#1!/5!%#-/8!%#-=-/A!%##3当,!%-
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!"不是连续核#而具有某种奇异性时#称相应的方程为奇异积分方

程#例如 $%&#!"’ (
&)!#
称其为柯西核#*

+

,

-!
&)!
当 !.%,#+"时#

在柯西主值意义下存在/希尔伯特在研究解析函数边值问题时及
庞加莱在研究潮汐现象时都发现了这类积分方程#其一般形式为

0%1"2%1"3(45*
6

2%7"
781-93*$%1#7"2%7"-7’:%1"#前两项称为方程

的特征部分#第三项 $%1#7"是连续核/这类方程称其为具柯西核
的奇异积分方程#对于这类方程的可解性有诺特定理/关于非线性
积分方程直到目前还没有系统的理论#但有许多数学家在从事有
关课题的研究/在近代数学中积分方程被看成抽象空间中的算子
方程#如第二型弗雷德霍姆方程可写成 2);<2’:#2#:都是巴拿

赫空间中的元素#<是巴拿赫空间中的全连续算子#<2=*
+

,
$%1#7"

2%7"-7#特征值 ;称为算子 <的点谱#特征函数称为特征元素/

泛 函 分 析

>泛函分析?不是孤立地研究某个函数或若干个函数之间的关系和
方程#而是把许多函数做为总体来研究/即研究函数空间和函数变
换的数学分支/由于它把具体问题抽象成一种纯粹代数的与拓扑
的结构形式以进行研究#因此形成了种种综合运用代数与几何的
手段去处理分析问题的新方法/泛函分析研究各种具有拓扑的线
性空间#性质及解决问题的方法/
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!拓扑向量空间"#又称拓扑线性空间$设 %是向量空间&又是拓扑
空间&如果其代数运算按其拓扑连续&就说 %是一个拓扑向量空
间’即%要具有以下的性质(#)$对于每一对元素%&*+%&及其和

%,*的任何邻域-%,*&总能找到%的邻域-%&*的邻域-*&使得

-.,-*/-%,*’这里 -%,-*012,342+-%&3+-*56#7$对于每
个元素 %+%及数值 8&元素 8%的任何邻域 -8%&总能找到 %的邻
域 -%及数 9:;&使得当4<=84>9时&<-%/-8%’

!拓扑向量子空间"设%为拓扑向量空间’将%中的拓扑及代数运
算诱导到 %的线性子集 %)上&则 %)也是一个拓扑向量空间&称

%)为 %的拓扑向量子空间’

!赋范向量空间"又称赋范线性空间&%为数域 ?上的向量空间’
@A@为%到B的映射&满足条件’#)$@%@C;D%+%6@%@
0;E%0;6#7$@%,*@F@%@,@*@6#G$H+I&%+%J@
H%@04H4@%@称@A@是 %上的范数’%关于@A@为赋范
向量空间简记作#%&@@$’完备的赋范向量空间叫KLMLNO空间&
记作 K空间’

!赋准范向量空间"在赋范向量空间条件中&如果条件#)$&#7$成
立&而将#G$代以#G$)(@=%@0@%@&#G$7P1%Q5/%&H+?则

@%Q@R;S@H%Q@R;&#G$G&HQ+?&%+?则 HQR;S@HQ%@
R;’则称@@为%上的准范数’称%为赋准范向量空间’简称为
赋准范空间’范数必为准范数6赋范空间亦为赋准范空间’完备的
赋准范空间叫做 TUVNOVW空间#T型空间$’
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!距离向量空间"度量线性空间#$若向量空间 %上有距离函数 &
"即"’#&"%(%#)*(&"%(+#,*-%.+("/#
&"%(+#)&"+(%#("0#&"%(1#2&"%(+#3&"+(%##(如果 %上的
运算关于 &连续(即"’#&"%4(%#5*(&"+4(+#5*6&"%43+4(%3
+#5*7"/#%45%(89:68%458%7"0#8;58(%9%684%58%<
则称 %为距离向量空间<记作"%(&#对"%(==#(令 &"%(+#)=
%>+=(则"%(==#构成"%(&#<

!不变距离向量空间$具有平移不变性?&"%3@(+3@#)&"%(+#
-%(+(@9%的距离空间"%(&#赋准范向量空间"%(==#(以 &
"%(+#)=%>+=为距离(就是不变距离向量空间(反之亦然<

!希尔伯特空间$与 4维欧氏空间最相类似(且极为有用的一种空
间<在向量空间 %上定义了二元运算内积?"%(+#(它满足"’#"%(
+#)"+(%#(-%(+9%7"/#"%(%#A*-%9%7"%(%#)*B%)
*(则称 %为内积空间(记作"%("(##如果令=%=)"%(%#’C/(则

"%(==#构成赋范空间<若"%(==#完备(则"%("(##为希尔伯
特空间<对内积空间"%("(##<%(+9%(其夹角的余弦为 DEF"%(
+#)"%(+#C=%=G=+=由此(二向量 %(+正交"或垂直#?%H+
当且仅当"%(+#)*<若 %’(%/(I(%4"9%#两两正交(则J4

K)’%K

的长度之平方为=J
4

K)’
%K=/)J

4

K)’
=%K=/(即毕氏定理成立<设

L%4MNK)’两两正交(如果 OPQ
45N

=%>J
4

K)’
8K%K=)*(即级数J

4

K)’
8K%K前 4项部分和之序列"平均#
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收敛到 !"记作 !#$
%

&#’
(&!&"可证 (&#)!"!&*+对于,-)./"/*来

说"函数系 ’
0-/
"123!
0/
"345!
0/
"123-!
0/

"345-!
0/

"6"123&!
0/

"345&!
0/

"

6是一个直交规范)范数为 ’*函数系+任何函数 !#!)7*8,-

)./"/*可以展成关于它们的 9:;<=><级数?!)7*#
@A
-B$

%

&#’

)@&123&7BC&345&7*"这里 @A#’/D
/

./
!)7*E7"@&#’/D

F

./
!)7*123&7E7"

C&#’/D
F

./
345&7E7+

G线性算子H设 !"I为向量空间+J为一映射"其定义域记作 K
)J*"包含在!内?K)J*L!"而其值域)记作M)J**包含在I内?
M)J*LI+如果J满足条件?)’*K)J*构成向量空间N)-*对任何(
8O)标量域*有 J)!BP*#J!BJP及 J)(!*#(J!"则称 J为

Q)R*LS到 T内的线性算子+条件)-*也可以写成 R)USBVW*
#URSBVRW+线性算子把 S中的零向量变为 T中的零向量"集

XS8
Y)R*ZRS#[\构成一个向量空间"记作])R*"称为R的零空间+
R的所有值的全体XW8Y)R*LT"̂ S8_)R*"RS#W\也构成
向量空间"记作 _)R*"称为 R的值域+
线性算子的例子?)’*恒等算子 ‘S?SaS"‘SS#SbS8SN

)-*零算子 c?SaT"cS#[bS8SN)d*设 S是ef"gh上所有多
项式组成的向量空间"在 S上定义算子 R?)RS*)i*#Sj)i*#
kS)i*
ki bS8S

则 _)R*#S"_)R*#SN])R*#l"称此算子为

mm’’ 思 想 与 学 术



微分算子!"#$%&’()*+,*"-%$".$&/
.

)
%".$0.*.1()*+,叫积分

算子*2"-$&%!"3$%&’()*+,*"-%$".$&.%".$叫做乘法算子4
设 %*5同是实数域或复数域上的向量空间6-62"-$78

"-$为线性算子*2"-$9%*8"-$95*若 -为内射*即 %:;%<=
-%:;-%<*则存在算子 >62">$&8"-$*8">$&2"-$*>?&%
@-%&?*称>为-的逆算子*记作-A:4线性真子的逆存在的充
要条件是 -%&B=%&B4线性算子的逆算子仍为线性算子4设

"%*CC:$*"5*CC<$都是 D上的赋范空间4-62"-$75是线
性算子*2"-$9%4称-为有界算子*如果存在实数E*使C-%C<

FEC%C:*G%1%"-$4称 HIJ
C-%C<

C%C:
为算子 -的范数*记作

C-C4显然*C-%C<FC-CC%C:G%12"-$4
记 K"L*M$为所有由 L到 N内的有界线性算子组成的集4二

算子 O*P的和 OQP6"OQP$L&OLQPL*数 R与 O的乘积 RO6
"RO$L&R"OL$*则 K"L*M$构成向量空间4又规定COC&

STU
L1L*L;V

COLC<

CLC:
*则"K"L*M$*CC$构成赋范空间4当 N完备时*

"K"L*M$*CC$是完备赋范空间"W)X)EY空间$4
赋范空间"L*CC:$到"N*CC<$的线性算子"<$连续*假如

GLZ1["O$*LZ7LV有 OLZ7OLV4 称 O在 ["O$内连续假如

O在每点L1["O$连续4 ["O$连续当且仅当O在\点连续4
O在["O$连续*当且仅当O有界4取值于实"复$数的线性算子叫
做实"复$泛函4记作]"L$或 ]̂*L_*L1‘4由上可知*L上的所有

实"复$有界泛函全体*以C]C& STU
L1L*L;V

a]"L$a
CLC &L1L*STUCLC&:

a]

"L$a为范数*构成一个 W空间4称为 L的共轭空间*记作 Lb4若
考察 Lb上的所有界线性泛函的全体*则得 Lb的共轭空间*记作

cd::数 学



!""#称为!的二次共轭空间$当将!%!固定#&变动时#&’!(就
是 !"上的一个泛函#记作)’&(*&’!(它也有界#且+)+*
+!+$作由 !到 !""的映射 ,-!.)!%!""#则 ,是 !到 ,
’!(/!""的线性等距同构$所以可以把 !看做是 !""的一个子
空间$若!是0空间#则,’!(是!""的闭子空间$若,’!(*!""

则说 !自反$
对于一个空间来说#首先要确定有没有 !上的线性连续泛

函$12345624273定理指出#若’!#++(是赋范空间#!8是它的
线性子空间#若 &是 !8上的线性连续泛函#则必能将 &保范延拓
到全空间 !上$即-9)%!"#使当 !%!8时#)’!(*&’!(#且

+)+*+&+$由此即知#当!:;<=是赋范空间时#必有足够多的
泛函存在$
具体空间上线性连续泛函的一般形式为-’>(?@A#BC上的连

续线性泛函的一般形式为 &’!(*D
B

A
!’E(FG’E(之形式$其中 G是

@A#BC上的有界变差函数H’I(JK’A#B(#’>LKLM(上的线性连续

泛函的一般形式为 &’!(*D
B

A
!’E(N’E(FE#其中 N%JKO#>KP

>
KO*>#

J>’A#B(的线性连续泛函的一般形式为 &’!(*D
B

A
!’E(N’E(FE#N’E(

%JM’A#B(#即本性有界可测函数$
设’!#+Q+>(是 6空间#’R#++I(是赋范空间$;ST=

T%U
是由

!到 R内的线性连续算子的族#U为指标集$对于每一个 !%!#
;+ST!+I=T%U是有界数集#则;+ST+>=T%U是有界数集#这叫做一
致有界定理或共鸣定理$由此一致有界定理可得许多有用的结果$
开映射定理内容-设 !#R都是 6空间#S是线性有界算子#

且S’!(*R’即 V’S(*!#W’S(*R(#则 S是开映射#即把 !中
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的开集映成 !中的开集"
逆算子定理内容为#设$%!都是&空间%’是$到!上的一

一线性有界算子"则 ’()有界"
设*$%++),%*!%++-,都是数域 .上的赋范空间%积空间

*$/!%++)0++-,也是赋范空间"集 1*’,/2*’,叫做 ’的
图象%记作3*’,"
闭图象定理内容为#设*$%++),%*!%++-,是 4空间%’是

$5!的闭算子*3’是闭集,1*’,6*$%++),是闭集%则 ’是有
界算子"设*$%7,为距离空间%’为 $5$的映射%若 7*’$%’8,9
:7*$%8,%;<:<)%则称 ’为 $上的压缩映射"
压缩映射原理*&=>=?@不动点定理,内容为#设*$%7,是完备

距离空间%’是 $5$的压缩映射%则 ’有唯一不动点*即有 $A

B$使 ’$AC$A,"

D算子的正则值与谱E在应用中%一个最基本的问题是解齐次方程

F$CG$H即*F(GI,$C;H以及解非齐次方程*F(GI,$C8%其
中 $%8B$H设$为赋范空间%F#$5$"为闭线性算子"称集合 7
*F,CJGBKL*GMNF,()为有界线性算子O%为 F的预解集%7*F,中
的 G叫做 F的正则值"若 GP7*F,%就说 G属于 F的谱集 Q*F,%
称 G为 F的一个谱点"从逻辑上说%谱点有三种可能#*),*GM(
F,()不存在"这时称G为F的一个特征值*或本征值%或固有值,%
特征值全体叫做点谱记作 RS*F,H*-,*GM(F,存在%2*GM(F,T
$%但 2*GM(F,C$%这时说 G属于 F的连续谱 RU*F,H*V,*GM(
F,()存在%但 2*GM(F,T$H这时说 G属于 F的剩余谱%记作 RW
*F,"这三部分互不相交%且 R*F,XRS*F,YRU*F,YRW*F,"
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!变分法"研究求泛函极值的问题#举几个典型的问题$%&’最速降
线问题$即要求一条曲线$连接不在同一铅直线上所给二点 ($)$
使当质点沿着这条曲线由(滑至)时所用时间最少#将坐标原点
置于 (点$*+轴放在水平位置$*,轴铅直向下#质点运动的速度

为-+
-. /0 12,#因此质点由(%3$3’运动到)%+&$,&’所用时间为

.4,%+’50 &
/126

+&

3

&7,&/ 1

/,
-+8

,%3’03$,%+&’0,&8%1’等周问题#求长度一定的封闭线9$使其所
围面积 :最大#将此曲线用参数 .表示;+0+%.’$,0,%.’$.<
4.3$.&5$则 +%.3’0+%.&’$,%.3’0,%.&’$90

6
.&

.3
4+
=

%.’5174,
=

%.’5/ 1-.0常数$曲线所围面积 :0&16
.1

.&
%+,
=

>,+
=

’

-.#问题是求 :的极大值8%?’短程线问题#在曲面 @%+$,$A’03
上$给定两点 (%+3$,3$A3’$)%+&$,1$A?’要在曲面上找一曲线$使
此曲线最短$设曲线方程为 ,0,%+’$ A0A%+’#它们应满足

B%+$,%+$A%+’’03$曲线 ()之长为 906
+&

+3
&7,&17A/ &1-+$

问题是要求 9的极小值8%C’求泛函 D0

6
+&

+3
E%+$,$,F’-+之极值$但其边界点%+3$,3’%+&$,&’分别允许在

曲线 ,0G3%+’及 ,0G&%+’上移动#
泛函的概念$首先在变分法中见到$从而为泛函分析提供了这

种概念#像数学分析那样$可以定义泛函 D4,%+’5的变分 HI0 JJKD

4,%+’7KH,5#如果 D4,%+’5及 ,0,3%+’上达到极值$则在 ,0,3
%+’上 HI03#将此条件简化$LMNOP得到泛函 D4,%+’50
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!
"#

"$
%&"’(’()*+"取极值的&必要*条件为 %(, +

+"%()-$’
这叫做

./012方程3&4*与&5*都是在某些条件下求极值的问题’对于&5*
可以证明6函数 (#’(4’7(8使泛函 9-!

"#

"$
%&"’(#’7’(8’()#’7’

()8*+"在条件 :;&"’(#’7’(8*-$&;-#’7’<=<>8*之下达到极
值时’对适当选择的 ?;&"*&;-#’4’7’<*’(#’7’(8必满足由泛
函 9@-

!
"#

"$
%AB

<

;-#
?;&"*:C D;+"-!

"#

"$
%@+"所做出的 ./012方程’而函数 ?;

&"*及 (E&"*由 .2012方程 %@(E,
+
+"%

@
(E-$&E-#’7’8*和方程 :;-

$&;-#’7’8*确定’由此’&5*的解可由

?:(, +
+"

()
#A(#4AFG #4

-$=?H", +
+"

F)
#A(#4AFG #4

-$=:&"’(’F*

-$确定3由此变分法中求极值的问题’变成了解微分方程的问
题3
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几 何 学

解析几何

!几何学"数学中最古老的一门分科#起源于古埃及尼罗河泛滥后
为整修土地而产生的测量法$我国古代西周有勾股测量#即%勾三#
股四#弦五&之说#后来几何学从埃及传到希腊#逐步发展成为一个
比较严谨的推理几何$特别是欧几里得把当时得到的数学知识集
其大成#编写出%原本&一书#对后世有很大的影响#欧几里得在%原
本&中首先叙述一些定义#然后提出五个公设#其中以第五公设为
最著名$至今我们把欧几里得在%原本&所述的几何学称为欧氏几
何学$但是%原本&中的公理体系是不完善的#经过了许多数学家的
长期努力在 ’(世纪末#德国数学家希尔伯特才真正建立了严密的
欧氏几何公理体系$在建立欧氏几何公理体系的长期过程中#’(
世纪初罗巴切夫斯基和鲍约独立地创建了一种新几何学#它与欧
氏几何的区别在于扬弃了欧氏的第五公设#这样创建的几何学称
为双曲非欧几何学#后来黎曼又创建了椭圆非欧几何学$

!解析几何"数学中最基本的学科之一$解析几何的萌芽#起源于古
希腊数学家对圆锥曲线所作的大量的系统研究#’)世纪初随解析
几何学的创始人法国的笛卡尔和费马把变量引入数学领域#通过
建立坐标#把几何中的曲线*或曲面+看成动点的轨迹#用变量 ,#-
*或 ,#-#.+来表示这个动点的坐标#那么#这个轨迹便可以用 ,#-
*或 ,#-#.+所满足的方程来表示$这样把几何学中的基本元素

%点&和代数学中的研究对象%数&建立对应#并在这个基础上#建立
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起曲线!或曲面"与方程的对应#这样$通过几何与代数的紧密结
合$就可用代数的方法来研究几何问题$这便是解析几何的基本思
想$解析几何只研究二次方程所表示的曲线或曲面#解析几何除上
述坐标法外$还可通过向量的运算来讨论曲线和曲面的一些几何
性质$这便是向量法$向量法对某些问题的讨论是很方便的#

%直角坐标与极坐标&为了决定平面上点的位置$选定两条互相垂
直的直线称为坐标轴$两轴的交点称为坐标原点#通常把水平方向
的轴叫横轴或 ’轴$且把从左到右取为正方向$垂直于水平方向
的轴叫纵轴或(轴$且把从下到上取为正方向#最后再取一个单位
长度$这样就建立了一个平面直角坐标系$也称为笛卡儿坐标系$
记作 )*’(#

设 + 为平面上任意一点$,为 + 在 ’轴上投影!即 +,-
.’$,是垂足"$/为 + 在 (轴上投影$记长度 .,0’$./0($
分别称 ’$(为点 +的横坐标和纵坐标$并记 ,!’$("#因此给出
平面上一点 +后$便有一对有序实数与之对应$反之亦然#

1233数 学



两坐标轴把平面分成四个部分!每一部分叫做象限"分别把右
上#左上#左下#右下四个象限称为$#%#&#’象限"显然!这四个
象限中点的坐标的符号为$()!)*!%(+!)*!&(+!+*!’
()!+*"
完全类似地可以建立空间直角坐标"从某定点 ,引三条互相

垂直的直线 ,-!,.!,/称为坐标轴!,点称为坐标原点"称平面

.,/!.,-!-,.为坐标面!再取一个单位长度!这样就建立了一个
空间直角坐标系!也称笛卡儿坐标系!记为 ,+-./"
设 0为空间任一点!过 0作三平面分别与三坐标面平行!顺

次交三个坐标轴于 0-!0.!0/三点!则有三数"

-1,2-!.1,2.!/1,2/
分别称为点 0的横坐标!纵坐标和立坐标!记 0(-!.!/*"因此给
出空间一点 0后!便有三个有序实数与之对应!反之亦然"
附带说明!如果将右手的母指和食指分别指着 -轴和 .轴的

正方向!而中指方向与 /轴正方向相同!则称此坐标系为右手坐标
系!否则称为左手坐标系"一般均采用右手坐标系"
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在平面内取一定点 !"叫做极点#由 !引一条射线 !$叫做极
轴"再确定一个长度和计算角度的正方向"%通常取逆时针方向为
正向&这样就建立了一个极坐标系#
设’是平面上任一点"连结!’#设!’()"*$!’(+"则)"+的

值就确定了#)叫做,点的极半径"+叫做’点的极角#%)"+&叫做

’点的极坐标#显然每一对有序实数%)"+&决定一个点的位置#
又 +可取任何正值或负值"同时为了方便起见")也可取负

值#)的正"负依下法规定-若’点位于+角终边上"则)为正"若.
点位于 +角终边的延长线上"则 )为负#

/直线0若直线 1与 $轴相交"它们的右上方的交角称为直线 1的
倾斜角"简称倾角"记为 2#当直线1与$轴平行时"规定 2(3#因
此倾角的取值范围是 34256#
直线 1倾角 2的正切值"即 782叫做这条直线的斜率"一般用

9来表示"9即(782#当直线 1与 $轴垂直时"即 2(6:"
它的斜率

不存在#
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经过 !"#$%&’%(点&斜率为 )的直线方程为

’*’%+)#$*$%(
此方程称为点斜式,如果直线平行于 ’轴&则斜率不存在&此时这
条直线方程为 $+$%,
直线斜率为 )&在 ’轴上的截距为 -的方程为

’+)$.-
此方程称为斜截式,
经过两点 /0#$0&’0(与 /1#$1&’1(的直线方程为

’*’0
’1*’0+

$*$0
$1*$0

此方程称为两点式,如果’0+’1此时直线方程为’+’02如果$0+
$1&此时直线方程为 $+$0,
直线在 $轴和 ’轴上的截距分别为 3&-时#34%&-4%(直线

方程为

$
3.
’
-+0

此方程称为截距式,
任何一条直线均可表示为

5$.6’.7+% #5&6不同时为零(此方程为一般式,
在空间直角坐标系&也可以讨论空间直线的方程,设直线过定

点 !"#$%&’%&8%(&它的方向可用向量 9
:

+#;&<&=(来表示&此直线
方程可写为>

$+$%.;?
’+’%.<? #*@A?A@(
8+8%

B

C

D .=?
这组方程叫做直线的参数式&?称为参数,
从直线参数方程可得出>
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!"!#
$ %&"&#’ %("(#)

这组方程称为直线的对称式*
过两定点 +,!-./-.(-0与 +1,!1./1.(10的直线方程为

!"!-
!1"!-%

/"/-
/1"/-%

("(-
(1"(-

这组方程叫做直线的两点式*
因为一条直线也可以看作某两个平面相交而得到.因此下述

方程组也表示一条直线*
2-!34-/35-637-%#
21!341/351(371
8
9

: %#
*

;椭圆<双曲线<抛物线=一动点到两定点的距离之和等于定量.动
点的轨迹称为椭圆.这两定点称为焦点,此时这定量必须大于两焦
点间的距离0以 1>表示这定量*把两定点 ?与 ?@的连线作为 !
轴.?@?线段的中点取为坐标原点.以 1A表示焦点间的距离.即 ?@
?%1A.则此椭圆的方程为

!1

>13
/1

B1%-

CC--数 学



其中!"#$"%&" ’$(&)此方程称为椭圆的标准方程*此时两
坐标轴为椭圆的对称轴+原点为椭圆的对称中心+椭圆与两对称轴
的交点称为顶点*在取标准方程时+椭圆四个顶点的坐标为

,’$+-)+,.’%$+-)+/’-+!)+/.’-+%!)
连接椭圆的相对的顶点的线段,,.和//.的长度为"$和"!+分别
称为椭圆的长轴和短轴*

量&
$
称为椭圆的离心率+记为0+即0#&$*

显然椭圆的离心率0

12*

两条垂直于椭圆长轴且与中心距离为$
0
的直线称为椭圆的准

线+准线的方程为3#$0
与3#%$!*

准线有下述性质4椭圆上任意

一点到焦点和对应的准线距离之比等于离心率 0*
一动点到两定点的距离之差等于一定量+动点的轨迹称为双

曲线*这两定点称为焦点*用"$表示这定量*把两定点5与5.边
的连线为 3轴+5.5线段的中点取为坐标原点+以 "&表示焦点间
距离+即 55.#"&+则此双曲线方程为

3"

$"%
6"

!"#7
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其中!"#$"%&"’$(&)此方程称为双曲线的标准方程*此时两坐标
轴为双曲线的对称轴+原点为双曲线的对称中心*双曲线与对称轴
的交点称为顶点+在取标准方程时+双曲线的两个顶点坐标为

,’&+-)+,.’%&+-)
因为双曲线与 /轴的交点坐标为虚数’-+0!1)即 /轴与双曲

线不相交+因此把与双曲线相交的对称轴称为实对称轴+与双曲线
不相交的对称轴称为虚对称轴*连接双曲线顶点,.,的线段称为
双曲线的实轴*若从虚对称轴上从中心 2截取线段 23与 23.+使
其长度等于 !+则线段 33.称为双曲线虚轴*

过双曲线中心的直线 /#!&4
与 /#%!&4+

称为双曲线的渐

近线*它有这样一个性质5对于双曲线上任意点 6沿双曲线趋于

无穷远时+它与直线/#!&4
或/#%!&4

的距离会趋于零*即6点

会无限地靠近此直线*

量$
&
称为双曲线的离心率+记为 7+即 7#$&*

显然双曲线的离

心率 7(8*

两直线 4#0&7
称为双曲线的准线+它垂直于双曲线的实轴+

且到中心的距离等于&
7*
因为7(8+所以&79&+

因此两准线在两顶

点之间+准线有下面性质5双曲线上任意点到一焦点与对应的准线
的距离之比等于离心率 7*
与一定点和一定直线等距离的点的轨迹称为抛物线+定点称

为焦点+定直线称为准线*’假设定点不在定直线上)通过焦点 :
引准线的垂线’从准线到焦点的方向取为正向)把它取为 4轴+从
点 :到定直线的线段中点作为坐标原点+且以 ;表示 :

8-"8数 学



到定直线的线段的长!则焦点 "坐标为#$%!&’!
此时抛物线方程为

(%)%$*

称为抛物线的标准方程+此时!*轴为抛物线的对称轴!抛物线与
对称轴的交点为顶点!抛物线只有一个顶点+
我们把椭圆,双曲线,抛物线统称为圆锥曲线+

-向量.空间中的一个有向线段叫做向量或矢量+用/0
12
来表示!/

表示向量的起点!0表示向量的终点+有时也可用一个字母 3
2
来表

示+因此向量有两个要素4#5’向量的长度!也叫做模!用6/0
12

6或637

6来表示+如果确定了一个单位长度后!向量的模是一个非负实数+

#%’向量的方向!向量/0
12
的方向是指起点 /到终点 0的方向+

如果两个向量的长度与方向均相同!则称这两个向量相等+如
果把相等向量看作是起点在不同位置的同一向量!这样的向量称

为自由向量+向量的自由性表现在向量/0
12
的起点可以随着/0

12
方

向平行移动而改变+

%&%5 思 想 与 学 术



在空间直角坐标系下任意一点 !的位置可以用一个向量"!
#$

来表示%&"点是坐标原点’因此向量"!
#$
称为 !点的位置向量(设

!点的坐标为&)(*(+’则向量"!
#$
与!点可建立,-,对应%因此我

们也可以把&)(*(+’作为向量"!
#$
的坐标(并记为."!

#$

/&)(*(+’%
长度为零的向量称为零向量%
两个自由向量 0

$
和 1

$
可以经过平移后使起点落在同一点 "

上(以这两个向量为邻边所作平行四边形之对角线(起点为 "所
表示的向量称为该两向量之和(记作 0231

$
%这种运算叫做向量的

加法%向量的加法也可以用如下方式来完成.由第一个向量的终点
引出第二个向量(则以第一向量的起点为起点(第二个向量的终点
为终点的向量叫做这两个向量之和%

两个向量的差是一个向量(它与所减向量之和就是被减向量(这种
运算叫向量的减法(例如(0

$
-1
$
/4
$
(即 4

$
31
$
/0
$
%

实数 5与向量 0
$的乘积 50

$是一个向量(当 5/6时或 0
$
/6

时(它是一个零向量7当 586(且 0
$
86时(若 596(则 50

$的模为向

量 0
$的模的 5倍且方向与 0

$相同7若 5:6(则 50
$的模是向量 0

$的模

;6<,数 学



的!"!倍#且方向与 $
%相反&

与已知向量同向且模为 ’的向量叫做这个向量的单位向量&

显然若 $
%

()#则 $
%
*+ $

%

!$
%
!
就是向量 $

%的单位向量&

在空间直角坐标系中#在 ,轴#-轴#.轴的正方向上各取一

个单位向量 /
%

#0
%

#1
%

&容易看出#若23
4%
向量的坐标为23

4%

+5,#-#.6#
则23

4%

+,/
%

7-0
%

7.1
%

&换言之#任意一个向量均可仿上述方式进
行分解#因此我们把5,#-#.6也叫做向量的分量&
向量 $

%与 8
%的内积5或称数量积9点积6是一个数量#它的大小

是它们的模和它们夹角 :5);:;<6的余弦的乘积#即若用 $
%
=8
%

表示向量 $
%与 8

%的内积#则

$
%
=8
%
+!$

%
!!8
%
!>?@:

向量的内积满足以下运算律A
$
%
=8
%
+8
%
=$
%
B

5"$
%
6=8

%
+"5$

%
=8
%
6B

$
%
=58

%
7C
%
6+$

%
=8
%
7$
%
=C
%

容易看出#/
%

=/
%

+0
%

=0
%

+1
%

=1
%

+’B/
%

=0
%

+0
%

=1
%

+D
%

=/
%

+)
如果 $

%
+5$’#$E#$F6#8

%
+58’#8E#8F6#则 $

%
=8

%
+$’8’7$E8E7

$F8F#因此向量 $
%与 8

%
之间夹角可以用下述公式来计算

>?@:+
$’87$E8E7$F8F

$E’7$EE7$G E
F 8E’78EE78G E

F

向量 $
%
与 8

%
的外积5或称向量积9叉积6是一个向量#记作 $

%
H

8
%
#它的模是 $

%和 8
%的模与其夹角 :的正弦的乘积#它的方向垂直

于 $
%
#8
%所在平面#且 $

%

#8
%
与 $

%

H8
%
构成右手系#即

$
%

H8
%

+!$
%

!!8
%

!@IJ:KL
%
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其中 !
"
是垂直于 #

"

$%
"
所在平面的单位向量$且 #

"

$%
"

$!
"
成右手系&

向量外积满足如下运算规律’
()#

"
*+%

"
,)(#

"
+%
"
*-

(#
"
.%
"
*+/

"
,#
"
+/
"
.%
"
+/
"
-

#
"
+%
"
,0%

"
+#
"

容易验证$1
"

+1
"

,2
"

+2
"

,3
"

+3
"

,4$1
"

+2
"

,3
"

$2
"

+3
"

,1
"

$3
"

+1
"

,2
"

&
设 #

"
,(#5$#6$#7*$%

"
,(%5$%6$%7*$则

#
"
+%
"
,
1
"

2
"

3
"

#5 #6 #7
%5 %6 %7

两个向量的外积与第三个向量再作内积$所得的数量称为三
个向量的混合积&若三个向量$#

"
$%
"
$/
"的混合积记作(#

"
$%
"
$/
"
*$即有

(#
"
$%
"
$/
"
*,(#

"
+%
"
*8/

"

设 #
"
,(#5$#6$#7*$%

"

,(%5$%6$%7*$/
"
,(/5$/6$/7*则

(#
"
$%
"
$/
"
*,

#5 #6 #7
%5 %6 %7
/5 /6 /7

&

9平面:与一个平面垂直的非零向量叫做此平面的法向量&通过定

点;<(=<$><$?<*以 @
"

,(A$B$C*为法向量的平面方程为

A(=0=<*.B(>0><*.C(?0?<*,4
这方程称为平面的点法式&
在空间直角坐标系中三元一次方程 A=.B>.C?.D,4表

示一个平面$反之一个平面的方程是一个三元一次方程&
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通过三个不共线的点 !"#$"%&"%’"(#")*%+%,(的平面方程为

$-$* &-&* ’-’*
$+$* &+-&* ’+-’*
$,-$* &,&* ’,-’*

).

设平面在 $%&%’轴上的截距分别为 /%0%1则此平面方程为
$
/2
&
02
’
1)*

两个平面 3*与 3+相交时%形成四个二面角%即两对相对的二
面角4两平面3*与3+的夹角是指相邻两个中的一个4它的大小用
二面角的平面角来度量%因此两平面之间夹角也可以用这两个平
面的法向量之间夹角来度量4
设平面 3"的方程为 5"$26"&27"829").#")*%+(则它们的

法向量为 :
;

")#5"%6"%7"(%故 3*与 3+之间的夹角 <为

=>?<)
:
;

*@:
;

+

A:
;

*AA:
;

+A

) 5*5+26*6+27*7+
5+*26+*27B +

* 5++26++27B +
+

4

C椭圆面D双曲面D抛物面E在空间选取一个直角坐标系 F-$&’
后%方程

$+

/+2
&+

0+2
’+

1+)*

所表示的曲面叫做椭圆面或称椭球面4上述方程称为椭圆面的标
准方程4椭圆面关于三个坐标面%三个坐标轴和原点都是对称的%
我们把这三个对称面%三条对称轴和原点分别称为椭圆面的主平
面%主轴和中心4椭圆面与三对称轴有六个交点%这三对交点称为
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椭圆面的顶点!把三对顶点之间距离"即#$"#%"#&叫做主轴长!如
果用三个坐标面去截椭圆面"而得到的截口均为椭圆!
方程

’#

$#(
)#

%#*
+#

&#,-

所表示的曲面叫做单叶双曲面!上述方程称为单叶双曲面的标准
方程!单叶双曲面关于三个坐标面"三条坐标轴和原点都对称!我
们把这三个对称面"三条坐标轴及原点分别称为单叶双曲面的主
平面"主轴和中心!+轴与 )轴与单叶双曲面有四个交点"这两对
交点称为单叶双曲面的顶点!这两对顶点之间距离"即#$"#%叫做
主轴长!如果用坐标面 ).+或 +.’去截单叶双曲面得出的截口均
为双曲线!用 ’.)坐标面去截"得出的截口是椭圆!
方程

’#

$#(
)#

%#*
+#

&#,*-

所表示的曲面叫做双叶双曲面!上述方程称为双叶双曲面的标准
方程!双叶双曲面关于三个坐标面"三条坐标轴及原点都是对称
的!我们把这三个对称面"三条对称轴及原点分别称为双叶双曲面
的主平面"主轴和中心!’轴与双叶双曲面有两个交点"这一对交
点称为双叶双曲面的顶点"这一对顶点之间距离即 #&称为主轴
长!如果用 ).+和 +.’坐标面去截双叶双曲面得出的截口均为双
曲线!
方程

’#

%#(
)#

%#,
#+
&

所表示的曲面叫做椭圆抛物面"上述方程称为椭圆抛物面的标准
方程!椭圆抛物面关于).+及+.’坐标面是对称的"这两个对称面
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称为主平面!椭圆抛物面关于 "轴对称!"轴称为主轴#除原点外
椭圆抛物面与坐标轴无其它交点!我们把原点称为顶点!如果用

$%"及 "%&坐标面去截椭圆抛物面得出的截口均为抛物线#
方程

&’

(’)
$’

*’+
’"
,

所表示曲面叫做双曲抛物面!又称马鞍面#上述方程称为双曲抛物
面的标准方程!它关于$%"及"%&坐标面对称#这两个对称面叫做
主平面!曲面关于 "轴对称!"轴称为主轴!除原点外曲面与坐标
轴无其它交点!把原点称为顶点#如果用$%"及"%&坐标面去截双
曲抛物面得出的截口是抛物线!用 &%$坐标面去截得出的截口是
一对相交直线#

几何基础

-几何基础.欧几里德的/原本0中所提出的欧氏几何公理体系是很
不完善的#许多概念缺乏公理基础!为了建立一套完善的欧氏几何
公理体系!在 1233年德国数学家希尔伯特出版了/几何基础0一
书#他提出了一整套接近于欧几里得且最受人们欢迎的公理体系!
而全部欧氏几何的内容都可由这套公理体系按逻辑推理展开而得

到#这就为欧氏几何学奠定了结实的基础#而且希尔伯特的公理
体系还有一个美妙的特点!即如果用罗巴切夫斯基的平行公理代
替欧氏平行公理!其余公理不变便可立即得到双曲非欧几何的公
理体系#
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!第五公设问题"欧几里德在#原本$中提出了如下一条公设%在一
平面上&若一直线与两直线相交&且若同侧所交两内角之和小于两
直角&则两直线无限延长后必相交于该侧的一点’这个公设称为欧
几里德第五公设’它在欧氏几何体系中占有特殊的地位’首先它
较晚地显示出它的作用&在#原本$中前 ()个命题的证明中均未用
到它’其次它看起来较其它所有公设均复杂’这就很自然地引起
人们的一种想法&以为这条公设是否是多余的&即是否可以作为定
理&利用其它公理来加以证明’事实上&欧几里德以后的许多数学
家都曾作过企图证明第五公设的尝试’
关于某一命题的数学证明&其意义就是要仅根据所采用的公

理体系纯逻辑地推导出此命题的结论’*只能用此系统中的公理及
用这些公理已证明过的定理作为依据+但是#原本$中欧几里德并
设有提出完善的公理系统&因此这些企图证明第五公设者都不能
精确地提出问题’而所有这些第五公设的证明&从今天的观点来看
都是不对的’因为他们都自觉或不自觉&或明或暗地不加证明地运
用了某个与第五公设等价的命题’因此两千年来对第五公设的证
明都失败了’事实上&在,-世纪末以前&几何学现代公理法出现之
前对于如何辩别几何学证明的严密性是没有完全清楚的准绳’因
此在一定程度上&第五公设的每个证明者都自以为他的假设是合
理的&或他所利用的直观是合理的’而且认为他已经证明了第五公
设’但是直到今天才知道这些假设&或所利用的直观都是站不住脚
的&实际情况是这些假设或直观都隐含了一个与第五公设等价的
命题’
虽然企图证明第五公设都失败了&但在这各种各样的证明中

积累了丰富的几何知识’而正是从这些试证第五公设的过程中才
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产生了非欧几何的初步!以致引起人们对几何学观点的根本变化"

#希尔伯特公理体系$欧几里德%原本&有逻辑的缺点!这不仅表现
在公理不够!而且许多重要的几何概念!如顺序’运动’连续等都没
有定义"事实上!这些概念在 ()世纪以前都没有完全明确地建立
起来"德国数学家希尔伯特*+,-./01234在总结了前人成果的基础
上于(5))年出版了%几何基础&一书"希尔伯特在此书中成功地建
立了几何学的公理系统!并非常自然地划分公理!使得几何学的逻
辑结构变得非常清楚!非常严密"希尔伯特所提出的欧氏几何这套
完整而简单的公理系统!使欧氏几何公理体系问题原则上得到解
决"
在希尔伯特的系统里讨论了三种几何对象67点8’7直线8和

7平面8!以及这些对象之间的三种关系67属于8’*或说7关联8!7在

9之上8等等47介于8’7合同于8"*或说7全等于84这些就是基本概
念!所有其余的概念都可以在列举的三个基本概念的基础上给以
直接的定义"
以上所说的三种基本对象和三种基本关系必须满足以下五组

公理*共 :;条!见附录4
<(=5 关联公理*或称结合公理!从属公理4
>(=? 顺序公理*或称次序公理4
@(=A 合同公理*或称全合公理!全等公理4
B 平行公理

C(=: 连续公理

根据这五组公理可以逻辑地导出全部欧氏几何"希尔伯特%几何基
础&一书!已被世界上一些数学家公认为一本经典著作!希尔伯特
的公理体系是欧氏几何的一套最完美的公理体系"
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附录!希尔伯特公理体系
第一组公理!关联公理

"# 对于两点 $和 %&恒有一直线 ’&它同 $和 %这两点的每
一点相关系(
") 对于两点 $和 %&至多有一直线&它同 $和 %这两点的每
一点相关联(
"* 一直线上恒至少有两点&至少有三点不在同一直线上(
"+ 对于不在同一直线上的任意三点 $&%和 ,&恒有一平面

-&它同 $&%和 ,这三点的每一点相关联&对于任一平面&恒有一
点同这平面相关联(
". 对于不在同一直线上的三点 $&%和 ,&至多有一平面&它
同 $&%和 ,这三点的每一点相关联(
"/ 若一直线 -的两点$和%在一平面 -上&则 -的每一点都
在平面 -上(
"0 若两平面 -和 1有一公共点 $&则它们至少还有一公共点

%(
"2 至少有四点不在同一平面上(
第二组公理!顺序公理

3# 若一点 %在一点 $和一点 ,之间&则 $&%和 ,是一直线
上的不同的三点&这时&%也在 ,和 $之间(
3) 对于两点 $和 ,&在线 $,上恒至少有一点 %&使得 ,在

$和 %之间(
3* 一直线的任意三点中&至多有一点在其他两点之间(
3+ 设 $&%和 ,是不在同一直线上的三点!设 ’是平面 $%,
的一直线&但不通过 $&%&,这三点中的任一点&若直线 ’通过线
段 $%的一点&则它必定也通过线段 $,的一点&或线段 %,的一
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点!
第三组公理"合同公理

#$ 设 %和 &是一直线 ’上的两点(%)是这直线或另一直线

’)上的一点(而且给定了直线 ’)上 %)的一侧(则在直线 ’)上 %)的
这一侧(恒有一点 &)(使得线段 %&和线段 %)&)合同或相等*用记
号表示(即 %&+%)&)!
#, 若两线段 %)&)和 %-&-都和另一线段 %&合同(则这两线
段%)&)和%-&-也合同*简言之(若两线段都和第三线段合同(则它
们彼此也合同!
#. 设两线段 %&和 &/在同一直线 ’上(无公共点(而且两线
段 %)&)和 &)/)在这直线或另一直线 ’)上亦无公共点(若 %&+%)
&)(而且 &/+&)/)(则 %/+%)/)!
#0 设给定了一平面 1上的一个角234(56(一平面 1)上的一
直线’)(和在 1)上’)的一侧!设4)是’)上的(从一点7)起始的一条
射线(则平面 1)上恰有一条射线5)(使234(56与234)(5)6合同或
相等(而且使234)(5)6的内部在 ’)的这给定了的一则*用记号表
示(即234(56+234)(5)6每一个角和它自己合同(即234(56+
234(56!
#8 若两个三角形 %&/和 %)&)/)有下列合同式

%&+%)&)(%/+%)/)(2&%/+2&)%)/
则也恒有合同式2%&/+2%)&)/)!
第四组公理"平行公理! 93欧几里德公理6设 ’是任一直

线(%是’外的任一点!在’和%所决定的平面上(至多有一条直
线通过 %(而且不和 ’相交!
第五组公理"连续公理

:$3度量公理或阿基米德公理6若 %&和 /;是任意两线段(则必
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存在一个数 !"使得沿 #到 $的射线上"自 #作首尾相接的 !个
线段 %&"必将越过 $点’
()*直线完备公理+一直线上的点集连同其顺序关系与合同关
系不可能再这样扩充"使得这直线上原来元素之间所具有的关系"
从公理,-.所推出的直线顺序与合同的基本性质以及公理 /0
都仍保持’

1绝对几何2欧氏几何与罗氏几何3在希尔伯特公理体系中"去掉欧
氏平行公理4"即利用,056"7058".059"(05)这四组公理建立起

来的几何学叫做绝对几何’因此在绝对几何中包含了欧氏几何也
包含了罗氏几何’*即欧氏平行公理4不成立的几何"有关罗氏几
何后面再详述+换言之"在绝对几何中成立的定理"在欧氏几何与
罗氏几何中都成立’例如:;在三角形中一个外角大于其任一不相
邻的内角’<";等腰三角形的底角相等’<等这些都是绝对几何中的
定理’
由希尔伯特公理体系*即,056"7058".059"4"(05)+所建立

起来的几何学称为欧氏几何"如果在希尔伯特公理体系中"我们去
掉欧氏平行公理4"并用它的反面命题4=*即罗氏平行公理+:
有这样的直线 >和不在其上的点 #"过 #至少有两条直线与 >共
面不相交’来代替"由这样的公理体系"即,056"7058".059"4="
(所建立起来的几何学称为罗巴切夫斯基几何"简称罗氏几何"有
时也称非欧几何’
从直观上看"人们很难相信公理4=能够能立’因此罗氏几何

的产生有一段漫长的历史’从欧几里德提出第五公设以后*第五公
设与欧氏平行公理是等价的+就有一些数学家企图去;证明<它"但
均未成功’0?世纪以后有些数学家从假设第五公设不成立的情况
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下着手!追究它能否得出与已知定理相矛盾的结果"如果得不出矛
盾!它又会产生怎样的事实"实际上!这样的思想方法已开辟了一
条通向非欧几何的道路"例如 #$世纪瑞士数学家%&’()*就认识
到!假如欧氏平行公理不成立的话!三角形的+内角和,就小于平
角"他把平角与+内角和,之差叫做这个三角形的角亏"他证明了
三角形的面积与角亏成正比"他还说过这样一段颇有深意的话-
+我几乎可以推断!平行公理不成立的那种几何应该可以发生在半
径为虚数的球面上.,
以后法国数学家 %&/012)0证明了-+若有一个三角形的内角

和是平角!则一切三角形的内角和都是平角3若有一个三角形的内
角和小于平角!则一切三角形的内角和都小于平角",并证明了在
存在大小不同的相似三角形的假设下!可以证明第五公设"这些事
实的发现对第五公设的本质认识深入了一大步"
到了 #4世纪!高斯56&7889首先承认了第五公设是不可能证

明的!亦即它与其它公理不相依赖"因此高斯已预感到有一种新的
几何存在的可能性"
匈牙利数学家 :;<=>?&@在他父亲的一本书中以附录形式于

#$AB年出版了题为+绝对空间的科学,一文"在此篇论文中<=>?&@
建立起非欧几何学!并且相信这种新几何是无矛盾的"
俄国数学家罗巴切夫斯基在 #$BC年于喀山大学的一次会议

上宣读了题为+关于几何原理的议论,的报告!第一次提出了他关
于非欧几何的思想!在 #$BD年他正式发表了题为+论几何基础,的
论文!叙述了他关于平行公理的研讨和他对新几何的探索"这种几
何以后就称为罗氏几何"

E公理体系的相容性F独立性F完备性G若由公理系统 H不可能导
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出两个互相矛盾的命题!则称 "是相容的或无矛盾的#
一个公理体系 "是否有意义!其首要问题就是 "必须是相容

的!否则它在逻辑上就站不住脚#因此更谈不上有什么实际价值
了#如何来确认一个公理体系 "是相容的呢$显然单靠演绎推理
的方法是不行的!因为无论推出多少个定理没有发现矛盾也不能
保证继续推下去永远不会发现矛盾!因此数学上要证明公理体系
是相容的必须采用另外的方法!即必须采用作模型%或说解释&的
方法#
对于一个公理体系 "!若有一组其性质已知的具体的事物 ’

%或理论体系&!在规定 "中每一基本概念指 ’ 中某一具体事物
后!可验证"的每个公理在’中都成立!则称’为公理体系"的
一个解释或模型#只要公理体系 "有一个模型’存在!则 "就是
相容的#因为 "中的命题与 ’中的事物之间已建立起 ()(对应
关系!如果由 "能推出两个互相矛盾的命题!这矛盾必然同样会
出现在模型 ’ 的事物中!但 ’ 是已知存在的事物%或理论体系&
不可能在逻辑上有矛盾#因此利用模型来证明 "相容时!我们只
证明了公理体系 "在 ’ 存在的条件下是无矛盾的!即 "相容是
有条件的#例如!我们可以在承认实数理论’存在的条件下!来证
明欧氏几何体系 "是相容的#而且在承认欧氏几何是相容的前提
下来证明罗氏几何 "*是相容的#
对公理体系 "的独立性的要求就是确承在 "中的每个公理

都是必要的!不是多余的#事实上!若其中某个公理能由 "中其它
公理推出!则应把此公理列为定理!即由 "中去掉它!而对 "的推
论不会发生影响#所以独立性问题也就是在保留同样多推论的前
提下!"中公理最少个数的问题#
如果相容公理体系 "+,-(!-.!/!-01中某个公理 -2%(32
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!"#不能由另外$"%&#个公理导出’则称()在 *中是独立的+因
此如果相容公理体系 *中一个公理 ()换成它的反面命题后所得
到的新系统仍是无矛盾的’则 ()在 *中就是独立的+所以证明某
个公理 ()在 *中是独立的’仍需用作模型的方法+
有时我们希望一个公理体系 *中的公理个数是足够的’也就

是说*所刻划的几何是唯一的+怎样来理解*中公理个数是足够
的呢,如果把 *中的任一命题($(中不引入新的基本概念#作为
公理加入 *体系中’得到的结果或 (是 *的推论’即 (在 *中不
独立-或 (与 *组成的公理体系是矛盾的’即 (与 *是不相容
的+那么我们称公理体系 *是完备的’即 *中公理个数是足够的
了+
一个公理体系 *总是有可能有许多具体模型’若公理体系 *

的两个模型 .&和 ./所有的同名对象之间可以建立这样的 &0&
对应’使得对应的对象之间恒有同样的关系’则称 .&和 ./是同

构的模型+利用同构的概念’我们也可以这样来理解公理的完备
性’即若一公理体系 *的所有模型都是同构的’则称 *是完备的+

仿射几何

1仿射几何2射影空间上凡保持某一给定直线不变的直射多控叫做
关于该直线的仿射变换+仿射几何就是研究图形在仿射变换下保
持不变的性质+这些仿射变换的全体对变换的乘法形成一个群’叫
仿射变换群+仿射几何中的主要结果是3仿射变换保持直线的平行
性不变-保持平行线段的长度比不变-保持三个点的共线不变+
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!平行射影与仿射变换"设有相交的两个平面 #与 #$%它们的交线
为&%’与’$分别是#与#$上两点%通过#内各点(%)%*%+引平行
于 ’’$的直线交 #$于 ,$%-$%*$+%这样平面 #内的点与 #$内的点

与 #$内的点建立一种一一对应%这种对应叫做 #到 #$的平行射影
或叫做透视仿射对应%显然它把 #上直线变成 #$内的直线.
设有 /01个平面 #%21%+%2/31%#$.如果在平面偶4#%215%

421%265%+%42/31%#$5之间都存在着平行射影%这样平面 #与 #$的
点之间就建立了一种一一对应%这种对应叫做平面 #到 #$的仿射
对应.如果平面#与#$重合%则#与#$之间的仿射对应叫做平面#
上的仿射变换.
一个笛卡儿直角坐标系在仿射对应下的象叫做仿射坐标系.

显然仿射坐标系中的两个坐标轴%即 7轴和 8轴不一定是互相垂
直的%且 7轴和 8轴上的度量单位也不一定相等.
设 #上的一个仿射坐标系 ’378%那么在 #上的一个仿射变

换可以用下述代数式来表示
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!"#$%%!&$%’(&$%)
("#$’%!&$’’(&$
*
+

, ’)

$%% $%’
$’% $’’

-.

其中点/0!1(2经过仿射变换后的象为/"0!"1("23显然平面上的
平移1旋转变换在直角坐标系下的表达式为

!"#!45678(69:7&$
*
+

,("#!69:7&(456;&<
平面上的相似变换表达式为

!"#=!&$
*
+

,("#=(&<
这些均是仿射变换的特殊情形3

>单比?设 /%1/’是有向直线上两定点1/为此直线上任意一点1把

量/%/
/’/0
这里 /%/1/’/均为有向线段2叫做三点 /%1/’1/的单比或

简比3记为0/%1/’1/21即

0/%1/’1/2#
/%/
/’/

其中 /%1/’称为基点1/叫做分点3
单比是仿射变换下的基本不变量1即一条直线上三点 /%1/’1

/经过仿射变换后的象为 /%"1/’"1/"1则0/%1/’1/2#0/%"1/’"1
/"23

射影几何
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!射影几何"研究图形的射影性质#即图形经过中心射影不变的性
质$在经典几何中#射影几何处于一种特殊的地位#通过它可以把
其它一些几何联系起来#如仿射几何学可以看成射影几何学的子
几何$利用射影度量的概念可以把欧氏几何#双曲非欧几何#椭圆
非欧几何统一起来$射影几何的主要不变量是交比$

!中心射影与无穷远元素"设 %与 %&是同一平面内的两条不同的直
线#’在此平面内#但不在 %也不在 %&上的点$(是 %上任一点#若

’(与 %&相交#则交点 (&叫做 (从 ’投射到 %&上的中心射影#’叫
做投影中心$
若%上一点)与’连线’)与%&平行#则*的象*&不存在#即

*无中心射影$同样在%&上有一点+&不存在%上的点中心射影#因
此中心射影不是直线 %到 %,上点之间的一一对应$我们把 *点叫
做直线 %上的影消点$
设 -与 -&是两个不同的平面#.是不在此两平面上的点#/是

-内任一点#/和 .的连线 ./交平面 -&于 /&点#则称 /&叫做 /在

-&内的中心投影#.叫做投影中心$不难看出#在中心投影下平面-
内的直线对应 -&内的一条直线$
通过 .与平面 -&平行的平面与 -的交线若为 *#则直线 *的

中心射影不存在#直线*叫做-上的影消线$因此中心射影不是平
面 -到 -&上点之间的一一对应$
中心射影不能建立一一对应的原因是两条平行直线没有交

点#为了建立一一对应$可以设想在每条直线上引进一个新点0或
称理想点1且规定2

031平面内任何一组平行直线引入唯一个点叫做无穷远点$换
言之#两平行直线相交于无穷远点$
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!"#一平面内所有无穷远点的集合是一条直线$叫做无穷远直
线%
由上述规定可以看出空间中一组平行平面相交于无穷远直

线%
显然$引入无穷远点和无穷远直线后$直线 &到 &’的中心射

影$平面 (到 (’的中心射影都是一一对应了%

)笛沙格定理*平面内不共线三点与其每两点连线所组成的图形叫
做三点形%平面内不共点三直线与其每两直线交点所组成图形叫
做三线形$笛沙格定理是指+
如果两个三点形对应顶点的连线交于一点$则对应边的交点

必共线%
笛沙格的逆定理也成立$即+如果两个三点形对应边的交点在

一直线上$则对应顶点的连线交于一点%
如果两个三点形对应边的交点共线$则所在直线叫做它们的

透视轴$如果两个三点形对应顶点连线共点$则公共点叫做它们的
透视中心%笛沙格定理与逆定理说明+两个三点形如果有透视中
心$则必有透视轴%反之$如果有透视轴$则必有透视中心%

)齐次坐标*设 ,点的笛卡儿坐标为!-$.#$则称满足
-/
-01-$

-"
-01

.的三个序数-/$-"$-0!其中-023#叫做点,的齐次坐标$记为,
!-/$-"$-0#由此可知$平面内一点的齐次坐标有无穷多组%!4-/$

4-"$4-0#其中423与!-/$-"$-0#都是同一点的齐次坐标%为了区

别起见把!-$.#叫做点 ,的非齐次坐标%
设直线 &的方程为 .15-67$5189:为直线的斜率$:为直线
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与!轴夹角"如果把直线方程中的#看作参数$%看作常数&此时’
也就是常数(#变动时$此方程便表示一组平行直线"因为直线 )
一点 *的非齐次坐标为&!$%!+#(故其齐次坐标可取为&!,$%!

+#$,(或&,$%+#!$
,
!($
当 *点沿直线 )两个方向趋于无穷远时$

即当 !-+.或 !-/.时$点 *的齐次坐标的极限为&,$%$0("
这是与 #无关的一组数$因此可以规定由 %决定方向的无穷远点
的齐次坐标为&1$1%$0(&120(即3

任何三个有序实数&!,$!4$0(其中&!,20(
!4
!,5%$
规定为以 %

为斜率所决定方向的无穷远点的齐次坐标$&0$!4$0(&!420(或

&0$,$0(规定为 6轴方向的无穷远点的齐次坐标"
注意$在齐次坐标中没有以&0$0$0(为坐标的点"
根据齐次坐标的定义$不难看出设有一直线 )$在笛卡儿坐标

系下的方程为 7!+#6+850则此直线方程可写为 7!,+#!4+
8!950$这是关于 !,$!4$!9的一个齐次方程$故我们把点的坐标

&!,$!4$!9(称为齐次坐标的原因"另外无穷远点组成的直线即无
穷远线的方程为 !950"

:对偶原则;在射影平面内$我们把<点=和<直线=叫做对偶元素$
<通过一点作一直线=与<在一直线上取一点=叫做对偶运算"设有
一个<点与直线=组成的图形 >$将此图形中的各元素改为它的对
偶元素$各运算改为它的对偶运算$其结果形成另一个由<直线与
点=组成的图形 >?$则这两个图形叫做对偶图形"例如3点列与线
束是对偶图形@三点形 >的对偶图形是三线形 >?$因为三点形与
三线形是相同的图形&通常称为三角形(即 >5>?$此时把这种图
形称为自对偶图形"
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在射影平面里!设有点"直线所构成的一个命题#此命题中只
涉及点"直线之间的结合关系$将此命题中的各元素改为它的对偶
元素!各运算改为它的对偶运算!其结果形成另一个命题!则这两
个命题叫做对偶命题%
根据射影几何的公理体系可以证明&
在射影平面内!如果一个命题成立!则其对偶命题必然成立!

这叫做对偶原则%
例如&笛沙格定理!由于三点形与三线形是自对偶图形!笛沙

格定理的对偶命题就是它的逆定理!因此根据对偶原则!我们只要
证明其一!另一个必然成立%

’交比与调和比(设 )*!)+!),!)-是四个共线点!它们的交比定义为

两个单比#)*!)+!),$与#)*!)+!)-$之比!记为#)*)+!),)-$即

#)*)+!),)-$.
#)*!)+!),$
#)*!)+!)-$

其中 )*!)+叫做基点偶!),!)-叫做分点偶%
如果#)*)+!),)-$./*!则称点偶 )*!)+和 ),!)-成调和分离

#或成调和共轭$!也称 )-为 )*!)+!),的第四调和点!交比值/*
叫做调和比%
交比有如下性质&

#*$#)*)+!),)-$.#)*)+!),)-$. *
#)*)+!),)-$

#+$#)+)*!)-),$.#)*)+!),)-$

#,$#)*),!)+)-$.#)-)+!),)*$.*/#)*)+!),)-$
共线四点 )*!)+!),!)-可构成 -0.+-种排列!因此有 +-个

交比!设#)*)+!),)-$.1!根据上述三个性质可知!这 +-个交比可
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分成六类!即 "!#"!#$"!#$
#
"!
#
#$"!

"
#$"%

根据调和比的定义可以知道&若’(#()!(*(+,-$#即 (#!()与

(*!(+成调和共轭!当且仅当(*是线段(#()的中点时!(+是直线上
的无穷远点%

.二阶曲线/设有点集!它的齐次点坐标为’0#!0)!0*,满足下列三
元二次方程

1
*

2!3-#
4230203-5 ’423-423,

其中 423是实数!且至少有一个不为零!则此点集叫做二阶曲线%系
数行列式6423675的二阶曲线称为常态的二阶曲线!64236-5的二
阶曲线称为变态二阶曲线’或退化的二阶曲线,%二阶曲线的方程
是二次’齐次,方程%因此也称为二次曲线%
在一条二阶曲线上任取相异两点 8!9!令 0为二阶曲线上的

动点!于是得到两个线束!可以证明过 8点的线束与过 9点的线
束之间成射影对应%反之!任意给定两个线束!如果它们之间可以
建立一个射影对应!则其对应直线交点的集合必为一条二阶曲线!
这个定理称为旋泰纳’:;<=><?,定理!有了这个结果!可以对二阶曲
线下一个射影定义&
在射影平面内!成射影对应的两个线束的对应直线交点的集

合叫做二阶曲线%

.巴斯加定理/如果一个 @点形的顶点都在一个非退化二阶曲线
上!则叫做该二阶曲线的内接 @点形!巴斯加定理是指&内接于一
个非退化二阶曲线的简单六点形的三对对边的交点在同一直线

上!这条直线称为巴斯加直线!这个定理称为巴斯加定理%

*))#数 学



巴斯加定理的逆定理也成立!即若简单六点形的三对对边交
点在一直线上!则此六点形内接于一个二阶曲线"

#配极原则$给定一条二阶曲线%&’
(

)!*+,
-)*.).*+/0-)*+-*)1以及不在%

上一点 2!过 2点作直线与二阶曲线交于 3,!34两点0可以是虚
交点1如果5是直线63,上一点!且使交比03,34!651+7,!则
称点6与5关于二阶曲线%成调和共轭!或称5与6关于%互为
共轭点"可以证明定点 6关于二阶曲线 %的调和共轭点的轨迹是
一条直线!此直线称为6点关于二阶曲线%的极线!而6点叫做该
直线的极点"因此对于一条常态的二阶曲线来说!平面上极点与极
线形成一一对应"关于一条二阶曲线 %的极点与极线之间有如下
关系&
如果 6点关于二阶曲线 %的极线通过 5!则 5点关于 %的极

线必通过 6点"
上述定理就称为配极原则!由配极原则立刻可知&两点连线的

极点是此二点极线的交点!两直线交点的极线是此二直线极点的
连线"共线点的极线必共点!共点线的极点必共线"

#变换群与几何学$用公理法可以建立起各种几何学!这可以说是
用静的观点来研究几何学!我们也可以用变换群来研究所对应的
几何学!这也可以说是用动的观点来研究几何学!我们以欧氏几何
为例"
欧氏几何所研究图形 8的性质是指在不同地点与 8合同的

一切图形所共同具有的性质!这就是说!合同的图形本质并无区
别"现在我们改用下述观点来说明这个事实"

944, 思 想 与 学 术



欧氏空间中正交变换构成群!也就是说!
"#$恒等变换是正交变换%
"&$正交变换的逆变换仍是正交变换%
"’$两个正交变换的乘积仍是正交变换%

于是!我们可以用正交变换来建立起合同的概念!即从一个图形经
过正交变换所得到的另一个图形二者是合同的!因此可以用正交
变换使在不同地点的图形合同!这样由上述正交变换的三个性质
可以推出合同具有下列三个性质(

"#$反身性!图形 )与其本身合同!即 )*)%
"&$对称性!如果 )合同于图形 )+!则图形 )+必合同于 )!即
若 )*)+!则 )+*)%
"’$传递性!如果图形 )合同于图形 )+!)+又合同于图形 ),!

则 )必合同于 ),!即
若 )*)+!)+*),!则 )*),%

因此!合同关系是一个等价关系!它可以把欧氏空间中所有图形分
类(凡是合同的图形则属于同一等价类%欧氏几何既然是研究不同
地点互相合同图形的性质!也可以说它是研究等价类里一切图形
所共有的性质%于是同一类里一切图形所共有的性质必是正交群
下的不变性质%反之!倒过来说也可以%因此关于正交群不变性质
所构成的命题系统就是欧氏几何学%
将上述讨论加以抽象化%设给出任意元素集合 -和它的一个

变换群 .!对于 -中两个子集 /和 0!如果在群 .中有一个变换
将 /变为 0!则称 /与 0等价!可以证明这样规定的等价概念有
以下性质(

"#$任何子集 /必与自己等价1
"&$若子集 /与子集 0等价!则子集 0也将与子集 /等价1

2&&#数 学



!"#若子集$与子集%等价&子集%与子集’等价&则子集$
将与子集 ’等价(
因此&上述规定的等价概念是一个等价关系&所以它可以决定

集合)的一个分类方法&亦即将集合)分成若干个子集&使得)的
每一个元素属于而且只属于一个子集(我们把集合 )的分类方法
看作 )的一种结构&把 )叫做空间&它的元素叫做点&它的子集叫
做图形&于是关于这变换群 *的不变性质可以作为同一等价类里
一切图形所共有的几何性质(因此我们可以用变换群观点去研究
相应的几何学(

积分几何

+积分几何,通过各种积分考察图形性质的一门学科(积分几何本
质上属于整体微分几何的范畴(它起源于几何概率的研究&其发展
也始终与几何概率联系在一起(几何概率的研究是以有关图形的
测度为基础&其中的度量往往表为积分&因此自然就导致了积分几
何的建立(最早的几何概率是布丰!-.//01#提出的投针问题2设
在平面上有一组平行线&其行距都等于 3&把一根长 453的针随

机地投上去&则这根针与一条直线相交的概率为 6473(
后来英国数

学家克劳夫顿!89:;0/<01#对这类问题作了深入的研究&找到了这
些积分间的许多巧妙的关系(法国数学家庞加莱!=9>0?1:@;A#高
瞻远瞩引进了运动密度的概念&把积分几何与变换群相结合(BC"D
年德国数学家布拉施克!89-E@F:GHA#等人在I积分几何J这个总
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标题下发表了一系列的论文!积分几何就开始作为几何的一个独
立分支得到了系统而深入的发展"以后!陈省身教授与韦伊#$%
&’()*建立了齐性空间的积分几何理论!为积分几何作出了卓越的
贡献"+,年代以来西班牙-阿根廷数学家桑塔洛#.%$%/0120)3*教
授对积分几何的研究一直处于领先的地位!他所著的4积分几何与
几何概率5是迄今为止这方面最完备的专著"
由于积分几何是和概率论及数理统计紧密联系着的"因此它

在许多学科!如生物学6医学6矿物学!以至物理学6天文学等中均
有广泛的应用!随着电子计算机的发展!这种应用正方兴未艾"

曲线与曲面

的微分几何

7曲线与曲面的微分几何学8经典微分几何学"主要研究三维欧氏
空间9:中的曲线和曲面在一点邻近的性质"经典微分几何学差不
多与微积分学同时起源于;<世纪"单变量函数的几何形象就是一
条曲线!而函数的导数就是曲线的切线之斜率!函数的积分在几何
上则可解释为一曲线下的面积等等"这种把微积分应用于曲线6曲
面的研究!实质上就是微分几何学的开端"欧拉6蒙日6拉格朗日和
哥西等著名数学家都曾为微分几何学的发展做出过重要贡献"但
使微分几何独立成为一门学科并使之系统化的当归功于德国数学

家高斯"
按照克莱因变换群几何的观点!经典微分几何学应属于运动
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群几何!所以也称运动几何学或初等微分几何学!
经典微分几何学的研究工具大部分是微积分学!而力学"物理

学与天文学以及技术和工业的日益增长的要求则是微分几何学发

展的重要因素!尽管经典微分几何学主要研究曲线"曲面的局部性
质#但它形成了现代微分几何学的基础则是毋庸置疑的!

$曲线%区间&’#()到 *+的单值连续映射的象称为 *+中的曲线!
设,-#./#.0#.+1为 *+中的笛卡尔直角坐标系#则 *+中的曲

线 2定义为由 345346785,./678#.0678#.+6781#’979(所表示的
点集!.:678#6:5/#0#+8为连续函数!其中34678表示曲线上点的位
置矢量!
曲线上满足 .:67/85.:6708#7/;706:5/#0#+8的点称为重点!

无重点的曲线叫简单曲线!若曲线的两端点重合#除端点外再无其
他重点的典线称为简单闭曲线!
坐标函数 .:678<=>6:5/#0#+8#则称曲线为 =>类的!>?/的

曲线是微分几何研究的对象!

曲线上使得@3
A

@7;B
C的点称为正则点#每点都是正则点的曲线

叫正则曲线!
设 2D3

A
53
A
678#’979(#为连续曲线!它的端点分别为 E#F!

在 E#F之间任取 GH/个点DI/#I0#J#IGH/#为方便计把 E写成

I-#F写成 IG#它们将 2分成 G段!设各点对应的参数依次为 ’5
7-#7/#J#7GH/#7G5(!用直线段连结相邻的点#得到一折线形#它的
长D

KG5L
G

M5 /
NMH/NM

当分点无限增加时#若 KG趋于一个与分法的选择无关的确定极
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限!则此极限称为曲线段"#"
$

%的弧长!此时曲线 &为可求长的!
曲线 ’

(
)’
(
*+,)-./*+,0.1*+,0.2*+,3有长度的重要条件是坐

标函数

.4*+,为有界变差函数!特别微分几何中考虑的曲线都有长度0其
长度5

6*+,)7
+

+8
9’
(
*+,9:+

弧长称为曲线的自然参数0是曲线在刚体运动下的不变量!在取自

然参数时0&5’
(
)’
(
*6,0则9’

;<
*6,9)/*’

;<
*6,表示对弧长的导矢,0反

之0若9’
(
=*+,9)/0则 +可视为曲线从某点量起的弧长!
设&5’

(
)’
(
*6,06为弧长0&为>2类正则曲线!?

(
)’
;@
*6,为单位

切向矢!’
;
)AB的点称为曲线上的逗留点!在非逗留点处0单位矢

量 CD) ’
;E

9’
;E
9
为主法矢!在弧立的逗留点处0我们取曲线在该点邻近

处的主法矢的极限*如果存在,作为该点的主法矢!FD)?
(
GCD称为

副法矢0?
(
0CD0FD三单位矢相互垂直0且成右旋系!通常称

-’
(
*6,H?

(
*6,0CD*6,0FD*6,3为曲线的弗朗内*IJKLKM,标架!

过曲线上 ’
(
*68,点的三条直线5ND)’

(
*68,OP?

(
*68,0ND)’

(
*68,O

PCD*68,0ND)’
(
*68,OPF

;
*68,分别叫作在 ’Q*68,点的切线0主法线和副

法线!过 ’
(
*68,的三个平面5?

(
*68,<*NDR’

(
*68,,)80 CD*68,<*NDR

’
(
*68,,)80F

;
*68,<*N

;
R’
;
*68,,)8分别叫作在’

(
*68,点的法平面S

从切面和密切面!
在 &的每一非逗留点处都有唯一确定的弗朗内标架!当点沿

&移动时0弗朗内标架作为一个刚体来运动!设&上两邻近点对应
的弧长参数分别为 606OT60对应这两点的弗朗内标架依次为-’

(

U11/数 学



!"#$%
&
!"#’()!"#’*)!"#+及,-

&
!"./"#$%

&
!0./"#’()!"./"#’*)!"

./"#+’当/"&1时’两组标架有如下关系2
%
&
34()

()354%
&
.6*)

*)356(

7

8

9
)

其中4!"#’6!"#分别称作曲线 :的曲率;挠率<这一公式是曲线论
的基本公式!或称 =>?@?A公式#<

B曲率与挠率C在弗朗内公式中’4!"#3D%
&
!"#D3D-

EF
D3 GHI

/"&/
D/J/"

D’表示曲线上参数为 "’"./"的两邻近点的切向 %
&
!"#’%

&
!".

/"#之间的夹角/K与/"之比’在/"&1时的变化情况’它度量
了曲线上两邻近点切向量夹角关于弧长的变化率’反映了曲线在

该点弯曲程度<当L!"#M1时’其倒数N!"#3 O
4!"#
称为曲线-P!"#在

"处的曲率半径<L!"#Q1的曲线为直线<由于角度;弧长均是运动
不变量’因此曲率也是运动不变量’并且与曲线的参数选择无关<
在一般参数下’曲率的公式是

R3D-
E
ST-

E
UD

D-
E
SDV

挠率 63()W*)35*
&

W
W()’其绝对值D6D3D*

EW
D3 GHI

/0&/
D/K/"D’
此

处/K表示 :上参数分别为 "’"./"的两邻近点的副法矢 *)!0#
与 *)!"./"#之间的夹角<6!"#X1表示曲线在 0处是右旋的’6
!"#Y1’表示曲线在 "处是左旋的<当曲线正向颠倒时’6!"#不改
变符号<象曲线的曲率一样’挠率 6!"#也是运动不变量’且与参数
选取无关<6!"#Q1的曲线为平面曲线<在一般参数下’挠率计算
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公式是

!"#$
%
&’$
%
(’$
%
)*

#$
%
&+$

%
(*,
-

已知曲线在一点 ./的曲率和挠率’就可以大致推知曲线在该
点的邻近结构-更一般地’有两条不含逗留点的空间曲线经过运动
可重合的充要条件是0在适当地选择自然参数1后’二者有相同的
曲率和挠率-这一断言’不仅说明曲线的形状取决于它的曲率和挠
率’而且曲率2挠率还决定曲线的形状-曲线的一切度量性质和运
动不变量都可由 324来表达-
对任意给定的一对连续函数

3#5*’4#5*’56785/’59:其中 3#5*;/’就一定存在某些曲线’分别
以3#5*’4#5*为曲率2挠率’以5为弧长-这些曲线除在空间的位置
不同外’形状完全相同-通常称它为曲线存在定理-

<平面曲线=假设曲线>为有向平面?@面上的A,类曲线-选取法
向量 B

C
’使得切向量 D

C与法向量 B
%的定向与普通直角坐标系的 ?’@

轴的定向相同-此时弗朗内公式为0

D
%E
"3$B

C

B
%E
"F3$D

G
H

I
C

3$为平面曲线的相对曲率’它可取正值’也可取负值-在曲线的拐
点处’3$"/-
设 >上一点 .处的切向与 ?轴正向的有向夹角为 J’则相对

曲率 3$"KJK5-
曲线L向左转M的地方’3$;/’L向右转M的地方 3$N/-

相对曲率是曲线的运动不变量-当取自然参数时’3$"?
E
@
O
F?

O
@
E
’在

一般参数下’
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!"# $%&’($’&)*$)+,&)+-./+0
特别曲线由显函数 &#&*$-给出时01"#2

+&
2$+/

34,*2&2$-
+5./+67#4/81"8称为曲线的曲率半径6以 "

9
*:-,

9
7;*:-

为中心07为半径的圆称为 "
9
*:-处的密切圆0它与曲线的切触阶最

高6密切圆的圆心叫曲率中心6曲线 <的曲率中心轨迹 <)叫 <的
渐屈线0而 <称为 <)的渐伸线6

=曲面>设 ?是 @+的一个区域0*A0B-表示 ?中点的坐标6?到 @.

的一可微映射C
*A0B-9D$*A0B-0&*A0B-0E*A0B-F0*A0B-G?

此映射下0?的像集构成了 @.中的一张曲面 H6
*A0B-称为曲面 H上的点的曲线坐标或参数6固定 B#BI0得

到 H上一条A曲线0固定A#AI得到H上一条B曲线0它们统称为
参数曲线6
设 JI*AI0BI-GH0若在 JI点0"

9
A8A#AIB#BIK"

9
B8A#AIB#BILM

N就称 JI为

H上的正则点0由正则点构成的曲面为正则曲面6在正则曲面的每
点处0由 "

9
A0"
9
B作成一组基的二维线性空间称为该点的切面0其单

位法向用 ;O#"
9
AK"

9
B/8"

9
AK"

9
B8表示6

当参数变换时0A#A*AP0BQ-0B#B*AP0BQ-0R*A0B-R*AP0BQ-LI0
有 "

9
APK"

9
BQ

#"
9
AK"

9
B
R*A0B-
R*AP0BQ-6

因此0当参数变换时0曲面的正则点仍变为正则

点6

=曲面的第一基本形式>设 HC"
9
#"
9
*A0B-0*A0B-G?是 S4类正则

曲面6J*A0B-及 J%*A,TA0B,TB-是 H上两邻近点0其位置矢
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量分别为!
"
#$%&’%!

"
#$()$%&()&’%由矢函数的泰勒展开式%

**+
"
,)!

"
,!
"
#$()$%&()&’-!

"
#$%&’,!

"
$)$(!

"
&)&(./其

中省略的部分是关于)$%)&的二阶和二阶以上的小量/当*+点
无限接近 *点时#即)$"0%)&"0’把**+

" 在 12中的长度的主要
部分 34定义为曲面 5上这两个无限接近的点之间的距离%即

67,348,93!
"
98,#!

"
$3$(!

"
&3&’8,!

"8
$3$8(8!

"
$:!

"
&3$3&(

!
"8
&3&8

,;3$8(8<3$3&(=3&8

其中;,!
"8
$%<,!

"
$:!

"
&%=,!

"8
&且;>0%=>0%;=-<8>0/称为曲

面 !
"
,

!
"
#$%&’的第一基本形式%或称为曲面的线素/它是关于 3$%3&的
正定二次形式/第一基本形式 67决定曲面的内在性质%因此只要
给出 67%无须知道曲面的方程或形式%就可以计算内在几何量%诸
如曲面上的曲线的弧长及测地曲率%两曲线的夹角以及一块曲面
的面积等/
设曲面5?!

"
,!
"
#$%&’上的曲线@的方程?!

"
,!
"
#$#A’%&#A’’%B

CACD/则该段曲线的弧长为?
E,

F
D

B ;#3$3A’
8(8<3$3A

3&
3A(=#

3&
3A’G

83A
若 @7%@8为 5上过 *点的两条曲线%3$%3&HI$%I&分别为沿

@7%@8的微分%@7%@8在 *点的交角为 6%则

JKL6,M;3$I$,<#3$I&(3&I$’(=3&I&NOMP

;3$8(8<3$3&(=3&G 8 ;I$8(8<I$I&(=IQG 8N
曲面 5?!

"
,!
"
#$%&’%#$%&’RS的面积用 T表示%则

T,U
S

;=-<G 83$3&/

2287数 学



如果两曲面 !"#
$
%#
$
&’()*(

&’()*+,(!-"#
$-%#

$-&’-()-*(
&’-()-*+,-之间存在一一对应"

’-%’-&’()*
)-%)-
.
/

0 &’()*
1&’-()-*
1&’()*23(

在此对应下(它们的第一基本形式相等"45-6%456则称这两曲面
是等距的7例如悬链面和正螺面彼此等距7等距变换下不变的几
何量称为曲面的等距不变量(等距变换下不变的有关曲面的几何
性质(称为曲面的内在&内蕴*性质7
假若两曲面之间存在一一对应(在此对应下它们的第一基本

形式成比例"45-6%86456(&823*则称这两曲面为共形的7两共形
曲面(其对应的角度保持不变(因此共形对应又称保角对应7特别
任何 9:类正则曲面&在局部范围内*必与平面共形(即存在参数

’()(使得 ;<%86&4’6=4)6*(此时’()称为等温参数7人们绘制麦
卡托地图的方法就利用了球面与平面共形的原理7

>曲面的第二基本形式?设 !"#
$
%#
$
&’()*是 96类正则曲面7@&’(

)*(
@A&’=B’()=B)*是 !上两邻近点(C为 !在 D点的切平面(应
用泰勒公式有"
DDA
$
%#
$
&’=B’()=B’*E#

$
&’()*

3%#
$
’B’=#

$
)B)=<6F#

$
’’&B’*6=6#

$
’)&B)*6G=H

略去的部分为B’(B)的三阶及三阶以上小量7
设 D<到平面 C的有向距离为 I(则

6I%DDA
$
JKL%#

$
’’B’6=6#

$
’)B’B)=#

$
))B)6=H*JKL当 DA无限

M:6< 思 想 与 学 术



接近 !时"称其主要部分为曲面 #的第二基形式 $%&’()%*
%+()(,*-(,%.其中"

’&/
0
))123&4/

0
)123)&5/

0
)"/
0
,"/
0
))678/

0
)9/

0
,8

+&/
0
),123&4/

0
)123,&4/

0
,123)&5/

0
)"/
0
,"/
0
),678/

0
)9/

0
,8

-&/
0
,,123&4/

0
,123,&5/

0
)"/
0
,"/
0
,,678/

0
)9/

0
,8.因此"$%&4

(/
0
1(23.
曲面的第二基本形式刻画了曲面离开切平面弯曲程度"即曲

面在空间 :;中的弯曲程度.第一<二基本形式除了曲面在空间的
位置外完全决定了曲面的形状.

=曲面的基本公式及基本方程>设曲面 #?/
0
&/
0
5)@")%6为定义在 A

上的B%类正则曲面.将第一基本形式写成$@&CDE()D()E"5CDE&CED6"
第二基本形式写成 $%&FDE()D()E"5FDE&FED6.5D"E&@"%"且对指标D"
E取和6

$@的系数矩阵5CDE6之逆矩阵用5CDE6表示"C&GHI5CDE6.由$@的

系数 CDE确定的第一<二类克氏5JKLMNIOPPHQ6记号分别为?

RDSE&@%5
TCDS
T)E*

TCDS
T)D4

TCDE
T)S6

RSDE&CSURDUE
它们都关于 D"E对称.

设 /
0
D&T/

0

T)D"/
0
DE& T%/

0

T)DT)E

在 #的每点处"存在由 /
0
@"/
0
%"23构成的基标架"则

/
0
DE&RSDE/

0
S*FDE23

23D&4FDUCUS/
0V

W

X S

Y;%@数 学



分别称为 !"#$$%高斯&公式及 ’()*+",-(*%魏加吞&公式.视它们
为偏微分方程组/其可积条件%实际上仅是 !"#$$公式的可积条
件&为0
12345
1678

12347
1659%2

:
4523:782:4723:5&

9;47<3:;:58;45<3:;:7=>
1;45
1678

1;47
16592

:
45;:782:47;:5

?

@

A
=>

前者称为高斯方程/后者称为柯达齐方程.并分别称

BC)DE=
1FC)E
1#D8

1FC)D
1#E9 F

G
)EFCGD8 FG)DFCGE

BH)DE= +HCBC)DE=
1F)EH
1#D 8

1F)DH
1#E

9 FG)DFHEG8 FG)EFHDG
为曲面的第二I第一黎曼曲率张量.
若 J为 KL上的单连通区域/在 J上定义了 ML类正定对称矩

阵%<45&/及 MN类对称矩阵%;45&/且六个二元函数 <45/;45%4/5=N/L&/
满足高斯O柯达齐方程/则存在以 <45为第一基本量/;45为第二基本

量的曲面.如果在 KP中给定初始点以及初始基标架/则这样的曲
面片是唯一的.

Q法曲率R设20S
T
=S
T
%6%U&/V%U&是曲面W上过X点的曲线.U为其

弧长.2的曲率矢YZ[在曲面W的单位法向\]上的投影YZ[̂ \]=
_L
_N

=‘a6L9Lba6aV9caVLdea6L9Lfa6aV9gaVL/通常记作 Y\=

Yhi$j.称为曲面在X点沿2之切向a60aV的法曲率.此处j是曲
线 2的主法矢 Z

T与曲面法向 \]之间的夹角.

kPLN 思 想 与 学 术



在!点取一固定的非渐近方向"亦即 #$%&的方向’(选择曲
面法向 )*(使 #$+&(经过所取的固定方向及法向 )*作一平面(该平

面与曲面 ,的交线 -
.称为曲面的一条法截线/对于法截线 -

.
(有0

.1

2)*(3)23
.
04
1
5)*/此处04

1
(36(

3分别是法截线-
.的主法矢(曲率/由法

曲率定义知3
.
23789:(或写成;2;

.
789:/其中;(;

.分别表示-(-
.

的曲率半径/其几何意义是<若曲面 ,上一条曲线 -在 !点的方
向不是渐近方向(则 -对应于 !点的曲率中心 =是沿方向的法截
线 -

.的曲率中心 =
.在 -的密切平面上的投影/这一结果称为默尼

埃定理/

>高斯曲率?在曲面上一点!(法曲率3)可以看作在!点切平面上
的单位圆周上的连续函数(它必存在取最大@最小值的方向<

ABCDEBF EBCDGBF
HBCDIBF IBCDJBF

2&

该方程决定的两个方向称为曲面在 !点的两个主方向(沿主方向
的法曲率叫主曲率/主曲率满足下面的二次方程<

"AG.E$’3$)."HG.$IEDJA’3)DHJ.I$2&
在曲面的脐点"#K(#$成比例’处(任何方向都是主方向L在非

脐点处总存在两个不同的主曲率 3K(3$以及对应的两个相互垂
直的主方向/设 3K(3$是曲面的两个主曲率(定义<

323K53$2HJ.I
$

AG.E$

M2
3KD3$
$ 2HG.$IEDJA$"AG.E$’

NO$K数 学



则 !叫做曲面的高斯曲率"#叫中曲率$

由 %&’((方程知 !)
*+,+,
- "
因此高斯曲率只依赖第一基本形

式"这就是著名的高斯定理$
设 .为 /上的非脐点"01+"01,为.点处的两个单位主方向$设

21为过 .点的任意方向"3为 21和 01+夹角4有向或无向5"则有6

!7)!+89(,3:!,(;<,3=
其中 !+"!,分别为对应主方向 01+"01,的主曲率"!7为沿 21方向的
法曲率$这一公式称为 >’?@A4欧拉5公式$

B曲率线C曲面 /上一条曲线 D"在每点的切线总沿着在该点的一
个主方向"则称 D为 /上的曲率线$曲率线的微分方程是6

EFG:HFI HFG:JFI
KFG:LFI LFG:MFI

)N

在全脐点曲面4如平面O球面5上"任何一条曲线都是曲率线$
在曲面的非脐点处总有两条相互垂直的曲率线经过$在不含脐点
的曲面上"参数曲线为曲率线的充要条件是H)L)N$就是说"将
曲面的第一O二基本形式同时化为只含平方项的P典型式Q$
曲面 /上一条曲线 D为曲率线的充要条件是该曲线的切向

FR
S平行于 F7T这一结果称为罗德里克4U9VA;W’@(5方程$由罗德里
克方程容易得出曲率线的几何特征6曲线 D是曲面 /上的曲率线
充要条件是6/沿 D的法线构成的曲面为可展曲面$

B特殊曲面C由单参数直线族生成的曲面叫直纹面"族中直线称为
母线$单叶双曲面O双曲抛物面O柱面O锥面和切线曲面等都是直纹
面$假若沿每条母线上的点有共同的切平面"这种直纹面称为可展

XY,+ 思 想 与 学 术



曲面!
在直纹面上取一曲线 "#$

%
&’()*+,*-.*.*/,和所有母线相

交,0
%
)*+为经过 ’()*+点的母线上的非零矢量,则直纹面方程可写

成#
$
%
&’()*+120

%
)*+ *-.*.*/,3452514

直纹面为可展的充要条件为#’(6,0
%
,0
%
6&-

可展曲面只有柱面7锥面和切线曲面!
高斯曲率 89-是可展曲面的另一特征!
柱面7锥面和切线曲面均可与平面建立等距对应)和平面贴

合+,反之因高斯曲率是内蕴几何量,因此 89-的曲面一定能与
平面建立等距对应!可与平面贴合是可展曲面的特征之一!
由包络理论,一个单参数平面族的包络面必为可展曲面,反之

可展曲面总是一个单参平面族的包络面!
中曲率 :9-的 ;<类曲面叫做极小曲面!以知闭曲线为边

界,且有相对最小面积的解析曲面则:9-!若曲面是;<类的且:
9-,则曲面必为解析的)=>?@A?B问题+!在仅由双曲点构成的曲
面片为极小曲面的充要条件是存在两族直交渐近线纲!极小的旋
转面只能是悬链面,极小的直纹面必为正螺面!

8&CDEF@的曲面称为常曲率曲面!具有同一常数的两常曲率
曲面是等距的!伪球面是负常曲率曲面的最简单的例子!

G测地线H设I#$
%
&$
%
)*,2+为;<类曲面,"为I上;<类曲线!"的

曲率为8,付法矢J(!称8K&8J(LMN为"在一点的测地曲率!它是
内蕴几何量!当曲面上取直交纲时,

8K&OPOQ3
/
R< S
T>EU
T2CDFP1

/
R< U
T>ES
T*FVEP

WX</数 学



其中 !表示 "的切向和#线方向的有向夹角$见图%&这一公式称
为柳维尔公式&
测地曲率为零的曲线称为测地线&其微分方程为二阶常微分

方程组’
()#*

(+),"
*
-.
(#-
(+
(#.
(+/0

$#1/#2#)/3 -2.2/12)%
这里的 +为 "的弧长参数或弧长的线性函数&
在正交纲下2测地线微分方程可表为’

(3
(#/

4
5678!

(!
(#/

1
)
4
56
9:;4
93<

1
)
9:;6
9#

=

>

?
78!

在充分小的曲面片上2测地线是自身上任意两点最短连线&而展开
为直线2表明了测地线的局部最短性质&

@列维A基维它平移B设曲面C’D
E
/D
E
$#12#)%上的曲线"’#1/#1$F%2

#)/#)$F%&沿 "上分布一向量场 GH$F%/G-$F%D
E
-&该向量场关于变

量 F求普通导数’
(GH

(F/
(G-$F%
(F D

E
-,G-$F%

(D
E
-

(F
由 IJKLL公式知’

(GH

(F/
(G*$F%
(F ,G

-$F%"*-.(#
.>

?

M

N(FD
E
*,O-.G-(#

.

(FP
Q&

将(G
H

(F
投影到切平面上2得到’

RGH

(F/
(G*
(F,"

*
-.G-(#

.>

?

M

N(FD
E
*

0S)1 思 想 与 学 术



称!"
#

$%
为向量场 "#沿 &的协变导数’而 !"#为协变微分或绝对微分(

若 !"#)$%*+,’亦即

$"-
$%.&

-
/0"/$1

0

$%*2’
则称向量场沿 &是平行移动的’这种平移

为列维3基维它平移(
列维3基维它平移完全由曲面的第一基本形式决定’因此属曲

面内在几何范畴(两个沿 &做列维3基维它意义下平移的向量场’
保持内积不变(当曲面4是平面时’567839878:;平移就是通常欧氏
意义下的平移(因此前者可以看作是欧氏平移的推广(
由测地线的微分方程知’测地线的切向总是沿测地线本身平

移的(所以测地线是自平移曲线(
一般说来’列维3基维它平移与曲面上的道路有关’但在单连

通可展曲面上’平移与道路无关’这个条件也是必要的(

<高斯3波内公式=考虑 >?类曲面 4上一条 >?类简单光滑闭曲线

&’它所限定的部分曲面 4@为单连通的’则有 A&BC$D.E
4@

B$F

*?G(
其中 BC为 &的测地曲率’B为 4的高斯曲率’$F为曲面面积元
素’D为&的弧长参数(上述公式称为曲面关于光滑闭曲线的高斯

3波内公式(
若 &是由逐段光滑曲线段连接而成的简单闭曲线’它限定单

连通有界区域 4@’设各弧连接点处的外角为 H/I/*@’?’J’KL则

A&BC$D.M
K

/*@
H/.E

4@

B$F*?G

特别当各曲线为测地线时’有

@N?@数 学



!
"

#$%
&#’()*+$,-.

这一公式是欧几里德几何学中/三角形内角之和等于 -0的命题的
推广.
当 1为定向闭曲面时2则有

3
1

)*+$,-4516

其中4516表示曲面1的欧拉示性数.上述公式称为闭曲面的高斯

7波内公式.公式的左边出现的高斯曲率)依赖于曲面的度量2而
右边的欧拉示性数4516却是拓扑不变量.它建立了曲面的局部性
质与整体性质的联系.陈省身首先给出这一著名公式在高维流形
上的推广的简单8内蕴证明.高斯7波内公式是大范围微分几何学
的一个经典结果.

微分流形

9微分流形:一类重要的拓扑空间2具有通常的拓扑结构2也具有所
谓的微分结构.它是微分几何学和微分拓扑学研究的对象.
设 ;是豪斯道夫空间2;的每点 <都有与 ="中的开集同胚

的邻域5>2?62?@>A?5B6C=".称这样的拓扑空间 ;为 "维拓
扑流形.
假若5>2?6是包含 <点的邻域2设 ?5<6在 ="中的坐标为5D%

5<62E2D"5<662当点在 >中变动时2D%2E2D"是 >上的实值连

续函数.函数组5D%2E2D"6叫做在坐标邻域5>2?6中;的局部坐

,F,% 思 想 与 学 术



标系!"#$"%&’(’#)"%&称为%点的局部坐标!*+,"-.’/.&0.12叫
做 3的坐标邻域族"或图册&!
设"-.’/.&’"-4’/4&是 5的坐标邻域族 -中的两个坐标邻

域’-.6-478’其局部坐标分别为"#$’(’#)&’"9$’(’9)&!如果
同胚映射:

/4;/<$. :/."-.6-4&=/4"-.6-4&给出坐标变换: 9>+

?>"#$’(’#)&1@A’">+$’(’)&!类似地/.;/<$4 :/4"-.6-4&=/.
"-.6-4&给出坐标变换: #>+B>"9$’(’9)&1@A’">+$’(’)&!
就说坐标邻域"-.’/.&与"-4’/4&为@A相容!同样地可定义两坐标
邻域的 @C相容’@D相容"实解析相容&性!
设3 为 )维拓扑流形’3 上的一个 @A微分结构"或 @A结

构&’指的是具以下性质的坐标邻域族 -+,"-.’/E&0.12:"F&
,-.0覆盖 5’"FF&G.’412则"-.’/.&’"-4’/4&为 @A相容!若 -.
6-4+H’则认为"-.’H.&’"-4’/4&是@A相容的!"FFF&任何与-中
的每一个坐标邻域"I.’/.&都 JA相容的坐标邻域"I’/&’它本身
也属于 -!亦即 -是满足"F&’"FF&的最大坐标邻域族!
具有 @A微分结构的 )维拓扑流形称为 )维 @A类微分流形!

当 A+K时称为实解析流形!
存在不具备任何微分结构的拓扑流形!首先给出这种例子的

是 LMNOPQRFPO!另方面米尔诺于 $STU年给出著名的例子:在七
维球面 VW上存在 XY个不同的微分结构’得到的微分流形彼此不
微分同胚!因此微分结构有独立于拓扑结构的意义!
如果微分流形 3 是仿紧或紧致拓扑空间’则称 3 为仿紧或

紧致微分流形!假若在微分流形3上可选取坐标邻域族使坐标变
换时的雅可比行列式都大于零’则称 3是可定向的!例如 VXZ[\

是 X维紧致可定向的解析流形’而莫比乌斯"L]̂_F‘a&带是 X维仿

\bX$数 学



紧不可定向的!
在微分流形上可定义可微函数"切向量"向量场"张量场等概

念以及两个微分流形间的可微映射等#并建立相应的分析学!
仿紧微分流形上总存在黎曼结构而成为黎曼流形!黎曼流形

是微分几何学的主要研究对象!
$维流形一般概念是由德国著名数学家黎曼于 %&世纪首先

提出的!%&%’年外尔在一条代数曲线的特殊场合下#用坐标册和
坐标变换第一次给出了流形的精确定义!微分流形的现代定义应
归于维布伦和怀特黑德!

黎曼几何

(黎曼几何学)黎曼流形上的几何学!德国数学家黎曼于%&世纪中
期提出的几何学理论!%*+,年#黎曼在哥廷根大学发表的题为-论
做为几何学基础的假设.的就职演说!在这篇演说中#黎曼将曲面
本身看作一个独立的几何实体#而不仅仅把它看成是欧氏空间中
的一个几何实体!他首先发展了空间的概念!并提出这种空间上
的几何学应基于无限接近的两点/012和/0134012#/15%#6#$2之
间的距离#在无穷小的意义下#这种距离仍然满足勾股定理!换言
之#用微分弧长度的平方所确定的正定二次型理解度量!亦即 478

59
$

1#:5%
;1:40140:#/;1:2是由函数构成的正定对称矩阵#这便是后来

所说的黎曼度量!从黎曼度量出发而定义的几何学#即为黎曼几何
学!
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黎曼认识到度量只是加到流形上的一种结构!并且在同一流
形上可以有许多不同的黎曼度量"黎曼以前的数学家仅知道三维
欧氏空间 #$中的曲面 %上存在诱导度量 &’()#&*(+(,&*&-+

.&-(!即第一基本形式"而未认识到曲面 %还可以独立于 #$而定
义!可以独立地赋予度量结构"黎曼意识到区分诱导度量与独立的
黎曼度量的重要性!摆脱了经典微分几何曲面局限于诱导度量的
束缚"创立了黎曼几何学!为近代数学和物理学的发展做出了杰出
贡献"
黎曼几何以种种非欧几何作为特例"例如/定义度量 &’()

0
1

2)3
4&5267

(

3+890
1

2)3
4526(

48是常数6!则当 8):时是普通的欧氏几何!而当 8

;:时为椭圆几何!当 8<:时就是双曲几何"
黎曼几何中的一个基本问题是微分形式的等价性问题"该问

题3=>?年由克里斯托费尔和李普希兹解决"克氏的解中包含了以
他的名字命名的两类记号!即克氏记号和协变微分概念"在此基础
上李奇发展了张量分析方法"这在广义相对论中起了基本作用"他
们进一步发展了黎曼几何学"
但在黎曼的时代!李群以及拓扑学还没有发展起来!因此黎曼

几何只限于小范围的理论"大约在3?(@年霍普夫才开始对黎曼空
间的微分结构与拓扑结构的关系进行了研究"随着微分流形精确
概念的确立!特别嘉当在 (:世纪 (:年代开创并发展了外微分形
式与活动标架法!建立起李群与黎曼几何之间的联系!从而为黎曼
几何的发展奠定重要基础并开辟了广阔园地!影响极其深远"并由
此发展了线性联络及纤维丛方面的研究"3?99年陈省身给出1维
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流形!"#$%&’$$()公式的内蕴证明以及差不多同时他关于埃米尔
特流形的示性类的研究*引进了后来通称的陈示性类*为大范围微
分几何研究提供了不可缺少的工具*并为复流形的微分几何与拓
扑的研究开创了先河+

,-,.年*爱因斯坦运用黎曼几何和张量分析工具创立了新的
引力理论//广义相对论+使黎曼几何研究获得巨大动力+而广
义相对论近年的发展则受到整体微分几何的强烈影响+例如矢量
丛和联络论构成规范场0杨%米尔斯场1的数学基础+
半个世纪以来*黎曼几何的研究已从局部发展到整体+产生了

许多深刻的结果+随着23世纪43年代以来大范围分析的发展*黎
曼几何与偏微分方程*多复变函数论*代数拓扑学等学科互相渗
透*互相影响*在现代数学和物理学中取得了辉煌的成就+

拓 扑 学

一般拓扑学

5一般拓扑学6用点集的方法研究拓扑空间自身结构及拓扑不变量
的学科+按克莱茵在厄兰格纲领中的观点*可用变换群对几何学进
行分类*拓扑学是研究在拓扑变换群作用下不变的性质的学科+拓
扑变换是指连续满单射且逆映射也连续+
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一般拓扑学也称为点集拓扑学!一方面是因为 "#世纪数学奠
基工作的需要!另一方面受 "#世纪以来几何基础以及更一般的公
理化方法的影响而产生的$"#世纪末!康托建立了集合论!且进一
步定义了欧氏空间的开集%闭集%导集%闭包等!获得了欧氏空间拓
扑结构的重要结果$函数空间的研究!泛函分析中函数空间的列紧
性问题!希尔伯特空间的研究!都为一般拓扑学理论的形成准备了
大量具体材料!且使理论建立成为必要和可能$"#&’年弗雷歇创
立了广义分析这个具有高度抽象性的方向!在一定意义上可以说
是数学分析基础部分的公理化!也是拓扑空间理论建立的开始$
数学分析研究的中心问题是极限!而收敛与连续是极限的基

本问题$为把收敛和连续的概念推广到一般的集合上!需要在集合
中描述与某点(邻近)点的概念$如何描述(邻近)!可以用距离!但
距离与(邻近)并无必然联系$在 "#"*年!大约同时弗雷歇和豪斯
道夫开始考虑用(邻域)来定义拓扑!即一个集合 +!规定每点有一
个包含此点的 +的子集簇!满足一组邻域公理!这就给出了 +的
一个拓扑结构!带有拓扑结构的集合 +就称为一个拓扑空间!+
的每点均有一些邻域!就可按照微积分的方法定义两个拓扑空间
之间的连续映射$总之!在 "#&&,"#"-年间!经过弗雷歇%豪斯道
夫等人的工作!奠定了一般拓扑学的基础$以后进一步系统研究拓
扑映射下不变的性质$弗雷歇最早看出紧致与列紧的密切关系$豪
斯道夫研究./空间等分离公理$亚历山大洛夫和乌里松对紧致空
间进行了系统的研究!且对拓扑空间可否度量化的问题作出了卓
越的贡献$"#*0年嘉当引进了滤子的概念!使收敛的更本质的属
性刻划了出来!因为(邻近)只能刻划一点的(邻近)!而不能表达

(两点很近)!因而无法刻划(一致性)的概念$维数的问题是嘉当在
研究约当曲线时提出的$"#"/年庞加莱给出了归纳定义!乌里松
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等人的改进提出了局部维数的定义!在维数问题的研究中"布劳威
尔第一次成功地建立了组合拓扑与一般拓扑学之间的结合!#$世
纪 %$年代"科恩提出了连续统假设的统一理论!此外近年来模糊
拓扑的发展"也与点集拓扑研究有关!

&拓扑空间’集合 (的一个子集簇 )"满足*+,任意 -./)"./0"则

1
./2
-./)3*#,任意 -+"-#4"--5+-6/)"则7

6

89+
-8/)3*:,;<=/)"

*其中 =表示不含任何元素的集合,则*("),称为一个拓扑空间"
有时简记为拓扑空间 ("称 )为 (的一个拓扑")中的元称为开
集!任意(/("包含(的开集-称为(的邻域"记作-9-*(,!>
是 (的子集"若 ?>9(5>是 (的开集"则称 >是 (的闭集!
定义拓扑结构的方法很多"除以上方法外"还有利用邻域公理

或闭包公理<内部公理定义拓扑!
(是集合")9@;"=A"则称*("),为平庸拓扑空间")为平庸

拓扑!)+9@>B任意>C(A"则称*(")+,为离散拓扑空间!实数集

D+")9@ECD+B任意 (/E"存在
*(5F"(GF,CE

H
I

JFK$
*FK$,"则称

*D+"),为一维欧氏空间!类似地可定义 D69D+L4LD+9@*(+"
(#"4"(6,B(8/D+89+"#46A中的欧氏拓扑!
若>C("*("),是拓扑空间")>9@>7-B-/)A"则称*>"

)>,是*("),的子空间!
若*(8")8,89+"#"4"6为拓扑空间簇"在 (+L(#L4L(6上给拓

扑 )9
M*-.+L-.#L4L-.6,
N
O

P./0
-.8/)8

H
I

J89+"#46
"则称*(+L(#L4L(6"),为积空间"注意此处 6是有限数!

(是拓扑空间"Q是 (上的等价关系"(RQ是商集"0S(T(R
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!是商投影"定义为 #$%&’(%)"对任意 %*%"其中(%)表 %所
在的等价类+在 %,!上定义拓扑 -#’./0%,!1#23$/&0%开

集4"称为#所诱导的商拓扑+$%,!"-#&称为商空间"其中#23$/&
’.%*%1#$%&*/4+

$%"-&是拓扑空间"5是-的子簇"满足$3&%’6
/*5
/7$8&任意

9*-"存在 5305"使得 9’:
/*5
/"则称 5是 -的拓扑基或拓扑空

间 %的拓扑基+

;连续映射<$%"-3&"$="-8&是拓扑空间">?%@=是映射"若对任

意 /*-8"有 >23$/&*-3"则称 >是连续映射+连续映射还有很多
等价命题"如?$3&>?%@=是映射"%和 =是拓扑空间"任意 %*
%"任意 >$%&的邻域 A"存在 %的邻域 B"使得 >$B&0A"则称 >
是连续映射7$8&任意=中闭集C"有>23$C&是%中的闭集"则称>
是连续映射+
若 >?%@=是连续映射"且是满单射"逆映射 >23?%@=也是

连续映射"则称 >是同胚映射"%和 =称为同胚的拓扑空间+
证明两个拓扑空间同胚"只要找到它们之间的同胚映射+但区

分不同胚的空间"需要找一些拓扑不变性$即在同胚映射下不变的
性质&+

;连通空间<%是拓扑空间"存在 :和 B是 %的非空不交的两个
开集"%’:6B"则称%是不连通的拓扑空间+如果不存在这样的
两个开集"则称%是连通的+连通性是拓扑不变性+连通空间有一
个最重要的性质是介值性"若 >?%@D3是连续映射"%是连通空

间"D3是一维欧氏空间"则任意 %3"%8*%"E*$>$%3&">$%8&&"存
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在 !"#$使%&!’()*这是微积分中闭区间上连续函数的介值定理
的推广*
若 #是拓扑空间$任意 #+$#,"#$存在 %-./$+01#是连续

映射$满足 %&/’(#+$%&+’(#,$则称 #为道路连通空间$%为连结

#+和#,的道路*道路连通空间一定是连通空间$反之不一定*但
在欧氏空间 23中的开子集 4$4作为子空间连通则路连通*道路
连通性也是拓扑不变性*

5分离公理6#是拓扑空间$任意 #+和 #,属于 #$存在 #+的邻域

7+和 #,的邻域 7,$满足 7+87,(9$则称 #是豪斯道夫空间&或

:,空间’;如果 #是 :,空间$任意 #的闭集 <和任意 #"#=<$
存在 <的邻域 >&即包含 <的开集’$及 #的邻域 7$使 78>(
9$则称 #是正则空间;#是 :,空间$任意 #的两个不相交的闭
集 <?@$存在各自的邻域 A+和 A,$满足 A+8A,(9$则称 #是
正规空间*以上 :,空间?正则空间?正规空间均在同胚映射下不
变*正规空间有两个重要特征-

&+’乌里松引理-#是 :,空间$则 #是正规空间$当且仅当任
意#的不相交的闭子集<和@$存在连续映射%-#1./$+0$满足%
&<’(B/C$%&@’(B+C*此连续映射称为乌里松函数*

&,’铁兹扩张定理 #是 :,空间$则 #是正规空间$当且仅
当任意 #的闭子集 <$任意连续映射 %-<12+$存在连续扩张 D-
#12+$即 D连续$且 DE<(%*

5第一可数空间和第二可数空间6#是拓扑空间$任意 #"#$存在
至多可数个 #的邻域作成的集簇B73&#’E3(+$,$F$73&#’是 #
的邻域C$满足对任意 #的邻域 A&#’$存在某 73&#’GA&#’$对
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某 !"#$自然数集%&则称 ’是第一可数空间(’是拓扑空间&如
果存在至多可数个开集组成的拓扑基&则称 ’是第二可数空间)
第一可数性和第二可数性均是拓扑不变性)

*度量空间+’是集合&,-’.’/01是映射&满足$1%,$’&2%34&,
$’&2%546’52&对任意 ’&2"’&$7%,$’&2%5,$2&’%&对8’&
2"’&$9%任意 ’&2&:"’ ,$’&:%5,$’&2%;,$2&:%)则称$’<

,%是度量空间&,称为度量)令=,$’&>%5?2"’@,$’&2%A>B&>C
4&则 D,5?E

F"G
=,$’F&>F%@8’F"’&8>FC4&F"HB称为距离 ,所诱

导的拓扑&$’&IF%称为 ,所诱导的拓扑空间)
若拓扑空间$’&D%存在 ’的一个度量 ,&使 D,5D&则称$’&

D%可度量化)若$’&D%是第二可数空间&则 ’是正则空间当且仅
当 ’可度量化)

*紧致空间+拓扑空间 ’&任意开子集簇 J&满足 ’5 E
J"J
J&则称 J

是 ’的一个开覆盖)如果能从 J中选出有限个集合?J1&J7&K&

J!B仍然作成 ’的一个开覆盖&则称?J1&J7&K&J!B是 J关于 ’
的有限子覆盖)’是拓扑空间&如果 ’的任意开覆盖均存在有限
子覆盖&则称’是紧致空间)微积分中闭区间LM&NO有有限覆盖定
理&则在一维欧氏空间 01中&LM&NO作为 01的子空间&是紧致空
间)紧致空间有以下重要性质&若 P-’/01是连续映射&’是紧致
拓扑空间&则P$’%是有界闭集(P$’%有最大和最小值(若$’&,%是
紧度量空间&P-’/01是连续映射&则 P一致连续&即任意 >C4&存
在 QC4&对任意’1&’7"’&当,$’1&’7%AQ时&有@P$’1%RP$’7%@
A>)下面几个与紧致性有密切关系的概念)
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!是拓扑空间"#是 !的子集$!%!$满足任意 !的邻域 &
’!($则 &’!()’#*+!,(-.$则称 !为 #的聚点"

!是拓扑空间"如果 !的任意无限子集 #必有聚点$则称 !
为列紧空间"!是拓扑空间$!中的任意序列+!/,/01$23$如果存在

!4%!$对于 !5的任意邻域 &’!($均存在自然数 6$当 /76时$
!/%&’!($则称+!/,/01$23收敛于 !5"若 !中的任何序列

+!/,/01$23$均存在收敛子列$则称 !是序列紧致空间"列紧性与
序列紧性均是拓扑不变性"对于度量空间$紧致性8列紧性8序列紧
性等价"对于欧氏空间9/$#:9/作为子空间$下列命题等价;’1(
#是 9/的有界闭集<’2(#是紧致空间<’=(#是列紧空间<’>(#
是序列紧空间"

代数拓扑

?代数拓扑@拓扑学中用代数工具解决问题的分支$研究拓扑空间
的代数不变量的拓扑学的分支"与一般拓扑学渊源于集合论及泛
函分析的研究不同$它主要起源于几何$前身是组合拓扑"最初的
定理是 1A=B年欧拉发表的研究著名的哥尼斯七桥问题的解答$且
给出了连通网络一笔画的充要条件"接着是欧拉C庞加莱公式$即
与二维球面 D2同胚的闭多面体的顶点数8棱数和面数分别用 E5$
E1和 E2表示$则 E5*E1FE202"继欧拉之后$1G==年前后高斯研
究了空间中各种各样的纽结"1GHH年数学大师黎曼进行了黎曼面
的研究"庞加莱是公认的组合拓扑8代数拓扑的奠基人"1GIH年他
以J关于位置解析K为题发表了数篇论文$对拓扑空间进行代数研
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究!是数学发展的一个里程碑"他建立了单纯同调群!即可三角剖
分的流形#即多面体$的同调群!引进了重要的拓扑不变量贝蒂数
及挠系数"同时庞加莱还引进了多面体的基本群"%&’(年!他给出
了著名的庞加莱猜想!即每个单连通的闭的可定向的三维流形同
胚于三维球面 )*"后来这个著名的猜想又被推广为每个单连通的
闭的 +维流形!+,-!如果具有 +维球 )+的贝蒂数和挠系数!则必
同胚于 )+"庞加莱猜想至今还没有证明"推广了的庞加莱猜想也
仅对 +,.的情况被斯梅尔#/0/1234$在 %&5’年证明了"庞加莱
企图用同调群和基本群对三维流形进行拓扑分类!但亚历山大在

%&%&年指出存在不同胚的三维流形!它们有同构的同调群和基本
群"但他没有解决庞加莱猜想!亚历山大在 %&%.年证明了贝蒂数
和挠系数是同胚不变量!且用两个多面体之间的连续映射的单纯
逼近#即一种线性逼近$证明了同调群是拓扑不变量"-’世纪初!
布劳威尔扩张了若当曲线定理"-’世纪 -’年代莱夫谢茨和亚历
山大发表了同调论!给出了霍普夫#6789$不变量!证明了莱夫谢
茨不动点定理!亚历山大对偶定理"%&*’年以后!拓扑加速发展!
有惠特尼关于微分形式的工作!霍普夫关于李群的工作!拓扑学使
微分几何焕发了青春!且促进了代数中同调代数这一新分支的发
展!使现代代数学出现了一次小变革!这些工作是艾伦伯格作的"
-’世纪初引进了一般拓扑空间的同调群!%&*-年切克上同调产
生!%&(’年苏联的数学家亚历山大等人建立了上同调群:上同调
环"%&((年艾伦伯格定义了奇异同调群"且用艾伦伯格;斯廷罗德
公理把各种同调群统一起来"在同伦论方面!赫尔维茨#<0
6=>4?@AB$定义了同伦群!怀特赫德把研究对象推到 CD 复形"
%&(E年斯廷罗德在障碍理论中定义了斯廷罗德平方运算!%&.%年
塞尔对纤维丛引进了谱序列!在同伦群的计算方面取得了不少进
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展!此外纽结问题也进一步发展成为高维合痕和嵌入问题!

"同调群#拓扑空间在同胚映射下不变的群的序列!同调的直观思
想解释如下$

左图平环中的曲线 %&是所围区域的边界’则称 %&为零调的一维
闭链!%(和 %)一起是共同所围区域的边界’则称一维闭链 %(和

%)同调!类似地可定义各维闭链之间的同调关系!可证同调是一
个等价关系!用它对各维闭链进行等价分类’所得的商群称为同调
群!用它可刻划拓扑空间包含各维洞的*个数+及扭曲的情况!

,-中的点 ./01234称为零维单形5线段 .&012/’2&4称为一维
单纯形6或 &7单形8’不共线三点为顶点作成的三角形 .(012/’2&’
2(4称为二维单纯形6或 (7单形85若92/’2&’:’2;<是 ,-中的 ;=&
个点’满足 2&>2/’2(>2/’:’2;>2/线性无关’则包含 2/’2&’:’2;
的最小凸集 .;012/’2&’:’2;4称为 ;维单形’简称 ;>单形!

12/’2&’:’2;4是 ;>单形’若 /?@3A@&A:A@B?;则12@/’2@&’
:’2@B4称为12/’2&’:’2;4的 B维面单形!C维单纯复形 D6简称为

EF(& 思 想 与 学 术



!维复形"是有限个适当连结的单形的集合#满足若 $%&’(则 $%
的所有面单形也属于 ’)若 $%($*&’(且 $%+$,-.(则 $%+$,是

$%与 $,的公共面单形(此时称 $%与 $*适当连结#
’是单纯复形(’中单形的并称为联系于 ’的多面体(记作/

’/#
若 0是拓扑空间(存在单纯复形 ’(使多面体/’/同胚于 0(

则称 0可三角剖分(称 ’为 0的一个三角剖分#
单形给一定向称为定向单形#例如 $12345(416若给一个顶点

的顺序45(41(或41(45(则称为一个定向单形(如给45(41为正向(则
记定向单形为7$127345(416)如给 41(45为正向(则记定向单形
为7$127341(456#又如单形345(41(8(496给45414:849的奇排列
或偶排列(就可得到两个不同定向的单形#如把 45(41(8(49的偶
排列作为正向(则记7$927345(41(8(496 ;$92345(4:(8(
496)若把 45(41(8(49的奇排列作为正向(则记7$927341(45(4:(
8(496(;$92;345(41(8(496#若一个复形’的各单形均给定了
定向(则称 ’是一个定向复形#
若 $92345(41(8(496是 $971的面单形(<是 $971的不在 $9中

的项点7$971273=(45(41(8(496(7$927345(41(8(496称为7
$971的顺向面)而;$927341(45(8(496称为7$971的逆向面#

’是定向复形(若 $9($971&’(当7$9是7$971的顺向面(则
定义关联系数>7$971(7$9?21)若7$9是7$971的逆向面(则定
义关联系数>7$971(7$9?2;1)若 $9不是 $971的面单形(则定义
关联系数>7$971(7$9?25(不难证明若 $!;:是 $!的面单形(它们
都是复形 ’的单形(全体 ’的 !;1维单形为 $@!;1(@21(:8

A!;1(则B
A!;1

@21
>7$!(7$@!;1?>7$@!;17$!;:?25 CD"#
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!是 "维定向单纯复形#$%&%"#!的 ’维链是形如 (’)
*+,-.+/0-1-*,-.2&&0的线性组合#其中 .3&4!#3)+#5#1#2&#*3是整
数6两个 ’维链相加之和是一个 ’维链#其中每个 ’维定向正单
形前的系数是相加的两个 ’维链相应单形前的系数之和6在此加
法之下#所有 !的 ’维链的集合 (’,!0作成一个群#称为 !的 ’
维链群6

7&8(’,!09(’:+,!0是一个同态#定义为 7,-.’0);
2&:+

3)+
<-.&#

-.3&:+=,-.>&:+#7,*+,-.+&0-1-*2’,-.
3&
&00);

2&

3)+
*37,-.3&06

!的 ’维闭链群 ?’,!0)@AB7’
!的’维边缘链群C’,!0)DE7’-+6由,F0可证7’:+G7’)$#则

C’,!0是 ?’,!0的子群#则是正规子群6
!的 ’维同调群 H’,!0)?’,!0IC’,!06
利用多面体之间的连续映射的单纯逼近可诱导同调群的同态#
可证明这诱导同态具函子性质#由此可证明单纯同调群是多面体J
!J的同胚不变量6则我们称多面体J!J的同调群为H&,J!J0)H&
,!06如果拓扑空间K的三角剖分为!#则记H&,K0)H&,!06根
据代数知识#有限生成群可分解为自由交换群和有限循环群,挠

群0的直和#则 H&,!0同构于?L?L1L?
M&

L?N+&L1L?NO&&#其中 ?
是整数加群 ?3是整数加群模 3的同余类#M&#?&是整数#且 ?&P$
时#N3&整除 N3-+& 6M’称为 !的 ’维贝蒂数#N3&称为 &维挠系
数3)+#51O&6零维贝蒂数表示J!J的连通分支的个数#&维贝蒂数表

示同调无关的 &维闭链的个数6如果某个 &维非边缘的闭链的 >
倍是边缘链#且是使此闭链变为边缘链的最小数#则称 >是 ’维挠
系数6"维单纯复形!无零维和"维挠系数6因此可用复形!的
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!维同调群研究多面体"#"或与它同胚的拓扑空间 $的 !维洞的
个数%及扭曲的情况&

#是单纯复形%’是交换群%称同态群 ()*+,-+#.%’./
0,!1,-+#.2’是同态3为复形 #的以 ’为系数群的 !维上链
群%记作 ,-+#4’.&
上边缘同态 5!1,!+#4’.2,!67+#4’.定义如下1任意 8!9,!

+#4’.%5!8!9,!67+#4’.满足对任意 :!679,!67+#.有 5!8!+:!67.
/8!+;:!67.&不难证明 5!67<5!/=&
>!+#4’./?@A5!称为复形 #的上闭链群&
B!+#4’./C*5!D7称为复形 #的上边缘链群&B!+#4’.是 >!

+#4’.的子群&
E!+#4’./>!+#4’.FB!+#4’.称为 #的 -维上同调群&上同
调群仍然是拓扑不变量&它不仅有加法%还可以定义乘法%使其作
成一个环&上同调环也是拓扑不变量&
上G下同调群均满足相应的七条公理G反映函子性质的恒同公
理G合成公理G自然变换性质的变换公理以及同伦公理G切除公理G
恰当公理G维数公理&艾伦伯格等人证明了其它的同调群如奇"同
调群也满足此七条公理%因而可抽去单纯同调群的具体几何含意%
定义满足七组公理的同调理论%可用恰当序列来研究同调群&
以后数学家们又发现了满足除维数公理以外六组公理的广义同

调理论%它的具体模型如研究纤维丛引出的 #同调群4研究微分
流形协边理论引出的协边同调群4研究球面同伦群引入的 B-同
调群等&H=世纪 I=年代证明了满足一定条件的空间的广义同调
群%自然同构于此空间到某空间的同伦类组成的群%这就是所谓表
现定理&由此将同调论与同伦论统一起来&同调论在数学各分支
均有很广泛的应用&
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!基本群"拓扑空间所相应的在同胚映射下不变的群#它是庞加莱
为研究三维以及更高维流形的拓扑分类时引入的拓扑不变量#其
引入对研究覆盖空间$若当曲线定理及代数拓扑的很多问题起了
很大的作用#拓扑空间%的以%&为始点终点的闭道路 ’(和 ’)如
果能够保持始点终点 %&不动连续地把 ’(变为 ’)*则称 ’(与 ’)保
持基点%&同伦*记作 ’(+%&’)#在%中以%,为基点的闭道路的集
合-.%*%,/中+%,是一个等价关系#记在等价关系+%,之下*闭
道路 ’所在的等价类为0’1#两个以 %,为基点.即以 %,为始点终
点/的闭道路 ’(和 ’)相乘’(2’)仍是一个以 %,为基点的闭道路*
定义为

’(2’).3/4
’(.)3/ &535()

’).)36(/ (
)

7

8

9 535(
*

即前(
):
时间;走’(*后()

时间走’)#0’(1<0’)1 ===
定义
0’(2’)1*可以证

明在乘法<之下*-.%*%&/>+作成一个群*记作 ?(.%*%&/*称为
空间%的以%&为基点的基本群#用它可刻划%中%&所在路连通
支中一维洞的个数#由此*单连通区域是基本群为零且路连通的区
域*而多连通平面区域的基本群不为零#

!同伦论"代数拓扑的重要分支之一*是研究连续映射与其形变有
关的问题#两个连续映射@*AB%CD*如果@能连续地形变到A*则
称@与A同伦#在拓扑空间%到D的全体连续映射的集合D%中*
同伦是等价关系*它们的等价类的集合记作0%ED1#同伦论主要研
究下面几方面的问题B
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!"#同伦扩张问题 $%&’(连续)&’*是子空间)如果存在
连续映射 +%*,()满足 +-&.$)则称 +是 $的连续扩张/同伦扩
张问题是指若 $01%&,(是连续映射)$与 1同伦)若 $可连续扩
张为 +%*,()问 1是否可连续扩张到 *上/如果每两个 &到 (
的同伦的连续映射)一个能连续扩张到 *上)则另一个也能)我们
就称!*)&#关于(有同伦扩张性/如果!*)&#关于任何空间(均
有同伦扩张性)则称包含映射 2%&,*为上纤维化)此处 2!3#.3)
对任意 34&/

!5#同伦提升性 6%7,8是连续映射)*是给定的拓扑空
间)对任意连续映射 $%*,7)任意连续映射 9%*:;,8)满足 <=

$.9-*:>?@)如果均存在连续映射
A
9%*:;,7)满足 6=9B.9B)9

-*:>?@.$)则称6%7,8关于*有同伦提升性/如果6%7,8关于
任何空间 *均有同伦提升性)则称 6为一个纤维化/

!C#同伦分类问题)D*E(F的分类问题/主要讨论同伦群 GH
!*)*I#/*是拓扑空间/*?4*)H维球JH.>K4LHM"-NKN."@)

;
O PQ R
.!")?)?)S?#

H个

4JH)对于 T)U!JH)V#,!*)*?#是连续映射)存在

9%JH:;,*是连续映射)满足 9!K)?#.T!K#)9!K)"#.U!K#对任

意 K4JH)9!"
W

)X#.*?)对任意X4;.D?)"F/则称 T与 U保持基点

*?同伦)记作TY*?U/用DJ
H)"
W

E*)*IF记!JH)"
O

#到!*)*I#的连续映
射的保持基点同伦类的集合)可定义一个乘法Z=[)我们可证在此

乘法下DJH"
W

E*)*?F作成一个群)记作 GH!*)*?#称为 *的以 *?为
基点的 H维同伦群/同伦群定义简单)但计算复杂)现在甚至关于

JH的同伦群都不全会称/我们现已知GH!JH)"
W

#同构于 \!整数加

群#EG]!JH)"
W

#.>?@)当 ]̂ H时EG]!J")"
W

#.>?@)当 ]_"时E
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!"#$%&’
(

)同构于 *"+’#$%+’&’
(

)当",-%.’时/同伦群是代数拓扑
的重要课题/’012年以后&利用谱序列&同伦群的计算方面的研究
有了很大的进展/
利用同伦群可刻划空间的3连通性4/早在 ’56’年&伟大数学

家黎曼#7898:8;<=>?@A)在黎曼面中引进了3%连通4的概念&他
定义B3一个曲面 C#具有边界)上能画 %条闭曲线 D’&D-&E&D%&它
们各自独立或集体均不能包围曲面 C的一部分&但它们连同另外
一条曲线就能包围曲面或它的一部分&则称 C是 %连通的/可以
用同伦群定义 %连通&如果 F连通&!"#F&FG)HI2J&"K%&但

!%.’#F&FG)LI2J&则称F是%连通的/例如M-#2&’)HIFNO-PQ

FQR’J&!%#M-#2&’)&FG)HI2J&%H’&-E&
所以 M-#2&’)单连通/又如 !"#$’&S)HI2J"K-&而 !#S&T’)LI2J&
则 $’-(连通/
同调群与同伦群有着密切的关系&如果 U是连通的单纯复

形&若 %K-&当 "R%(’时 !"#PUP&FG)HI2J&则 !%#PUP&FG)同构

于 V%#U)/

微分拓扑

W微分拓扑X研究微分流形在微分同胚映射下不变的性质的学科/
它的研究对象是微分流形及这些流形之间的可微映射/它首先研
究微分流形的拓扑结构Y组合结构与微分结构之间的关系/把研究
可微映射放在非常重要的地位&主要研究的问题有#’)微分同胚问

21-’ 思 想 与 学 术



题!两个微分流形判断它们是否同胚"#$%配边#协边%问题!给一个
无边的紧致微分流形&判断它们是否为某个有边微分流形的边界&
或两个无边的微分流形&是否一起作成第三个有边微分流形的边
界"#’%嵌入问题!两个微分流形 ( 和 ()&( 是否可以光滑地嵌
入 ()中"#*%微分动力体系!研究单参微分同胚群"#+%奇点理论!
可微映射的奇芽的分类问题"#,%突变论等-
微分流形从直观上看是局部欧氏空间&各局部之间用光滑的

同胚映射#局部坐标映射%将它们粘在一起-局部坐标映射的全体
称为微分流形的微分结构-一个拓扑流形#即局部坐标变换不要求
光滑%可以有不同的微分结构&例如 ./存在多个相异的微分结构&
称为怪球-

0!(12是微分流形之间的连续映射&如果在每个点的邻域&

0合成局部坐标映射后&是欧氏空间的 34光滑的映射&则称 0是

34光滑的映射-如果 0!(156是光滑映射&其中 (是微分流形&

56是一维欧氏空间&在点 78( 的局部坐标映射为 9&映射 0:

9;6!5<15的雅可比矩阵在9#7%点的秩为零&则 7称为 (的临界

点-又若矩阵 =
$0:9;6
=>?=>@

A

B

C

D
#9#E%%非退化&则 7称为非退化的临界

点-上述矩阵的负特征值的个数称为0在7点的指数-若0!(15
是 3$光滑映射&具有非退化的临界点&则称 0是莫尔斯函数&莫尔

斯理论告诉我们&若 ( 是 <维微分流形&0!(156是 3$光滑映
射&78( 是非退化的临界点&则存在 7点的局部坐标函数 9!F
#7%19#F#7%%G5<中&满足 0:9;6#>6&>$&H&><%

I0#7%;J
K

?I6
>$?LJ

<

@IKL6
>$@-即 0在 7的邻域是 0#7%加上一个二次

型-莫尔斯函数不仅可以研究微分流形的局部性质&而且还提供了

6,$6数 学



定义在其上的微分流形的整体性质的一些信息!如果"#$%&’是
莫尔斯函数(则微分流形 $ 具有 )* 复形的伦型(对每个 "的指
数为+的非退化的临界点(这个)* 复形对应一个+胞腔!此处+
胞腔 ,+是指内部同胚于 +圆盘 -+./(’0!而 )* 复形是由有限个
各维胞腔适当地粘贴而成!两个拓扑空间 1和 2称为伦型一样(
是指存在连续映射 "#1%2连续(3#2%1连续(满足 34"同伦于

1上的恒等映射561("43同伦于2上的恒等映射762!莫尔斯理
论应用到大范围的变分问题上(可利用它刻划测地线的8条数9!
光滑映射的奇点理论其渊源是莫尔斯理论及 :/世纪 ;/年代

惠特尼的与微分嵌入有关的奇点问题方面的工作(但直到 ’<==
年(惠特尼发表了关于平面到平面的可微映射的奇点的分类问题
方面的工作(才标志着它作为一个独立的数学分支登上了数学舞
台!’<=>年托姆题为8可微映射奇点9论文的发表(对整个奇点理
论的发展提出了一个纲领性的描述!对微分流形 $到 ?的光滑
映射的全体作成的集合 )@.$(?0中的映射的芽进行等价分类(
是比对&A中的全体闭集进行等价分类还要广泛得多的问题(是不

能实现的!因而要找一个等价关系能对 )@.$(?0的一个稠密子
集进行等价分类(而类别是有限个或可数个(就称此分类问题有完
全解!莫尔斯理论指出#在 )@.$(&’0中(全体莫尔斯函数作成它
的一个稠密子集(且若 "是莫尔斯函数(则 "在每点 BC$的邻域
上等价于映射芽 3D#.&A(/0%.&’(/0(其中 3D.1’(1:(E(1A0F1’
或 3D.1’(1:(E(1A0F1:’G1::GEG1:AH+H1:AH+G’HEH1:A(+F

’(:EA其中之一!当 $:是二维 )@光滑流形(马瑟证明了 )@

.$:(&:0中的稳定映射作成它的一个稠密子集(且 "#$:%&:在 I
C$ 稳定的充要条件是 I点的芽局部表示为下列三者之一#.’0
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!"#
$
%

&’"(
)正则点*+),*

!"#
’"(
$
%

& ,)折叠点*+)-*
!"#

’"#(./-(
$

%

&
-)尖点*0马

瑟证明了对于 1维微分流形 2到 3维微分流形 4的全体 56光
滑映射的集合+它的稳定映射作成其稠密子集的条件是 173满足
下列条件8)/*39:)3.1*;<+当 3.1=>时?),*39:)3.1*
;@+当 AB3.1B-时?)-*39<+当3.1"./时?)>*39C+当3
.1".,时?)D*39:+当3.1B.-时0满足上述条件的)3+1*
称为E好维数F+对好维数+问题有完全解0
突变论是,A世纪CA年代末+托姆提出的0马瑟证明了突变论

的主要定理+以后经过阿尔诺德7齐曼等人的介绍文章及大量地在
各学科的应用+使突变论轰动了科学界0对于连续变化引起不连续
突变的现象+在自然界乃至社会科学中是常见而又十分重要的+例
如火山爆发7地震7桥梁突然倒塌等突变现象+过去处理起来很棘
手+突变论帮助我们提供找数学模型的途径0找一个系统的势函
数+要做大量试验+并不指望试验条件一样+结果一样+而希望条件
近似时结果性质不变0用数学的语言即所求势函数结构稳定+当状
态变量作微小拢动时+函数的性质不变)仅相差一个微分同胚*0势
函数 G)#/+#,+H+#3+!/+H+!1*的状态变量为)#/+H+#3*控制变
量为)!/+!,+H+!1*0E本质性F的状态变量的个数可以小于 30例
如 G)#/+#,+H+#3*"#,/;H;#,I;
J)#I;/+H+#3*+E本质性F的)即决定 G性质*的状态变量个数B3

.I0莫尔斯理论告诉我们+当黑森矩阵 K,G
K#LK#M
%

&

N

O
)A*秩"3.P时+

此时称 G的余秩 QRSTG"P+此时存在微分同胚 U+使 GVU)(/H(3*
"W(,P;/;H;(,3;J)(/+H+(P*+此时 GE本质性F的状态变量仅有

P个0此时突变论告诉我们+当 G的控制变量的个数 XYZ[\G=
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!"#$%&由此’当(的控制变量个数)*时’+本质性,的状态变量的个
数为%或"&而当-./012)*时’(与它的3次泰勒多项式等价4即
相差一个微分同胚5&突变论还进一步证明’此时(46%’6"’7’68’
9’:’;’<5等价于=6"%=7=6"8>"$?46’@’9’:’;’<5’其中 ?46’
@’9’:’;’<5为下列七种突变模型之一A折叠 6B$96C尖点 6*$
96"$:6C燕尾 6D$96B$:6"$;6C蝴蝶 63$96*$:6B$;6"$
<6C椭圆脐点 6B>6@"$96$:@$;46"$@"5C双曲脐点 6B$@B$
96$:@$;6@C抛物脐点 @*$6"@$96$:@$;6"$<@"&这七种
突变模型结构稳定4即满足横截条件5’我们研究此七种模型的特
征’可在实际问题中根据特征找模型’也可给出模型’确定它属于
七类中那一类’由此得知其特征&例如尖点突变 ?46’9’:5E6*$
96"$:6’?F6E*6B$"96$:’?G6646’9’:5E%"6"$"9
则平衡曲面为 *6B$"96$:EH4I5’判别式JEK9B$"L:"’当J
)H时4I5有三个实根’JMH时有一个实根’JEH时或两实根
相 等’ 或 三 个 实 根 相 等& 不 难 算 出 J E

49’:5
*6B$"96$:EH
%"6"

N
O

P
Q
R

S$"9EH
ET49’:5UK9B$"L:"EHV’由此可求出

不同49’:5点’?46’9’:5的极值点’可将函数图像简单画出平衡曲
面 *6B$"96$:EH及49’:5面上控制曲线
可分析出尖点突变具下列特性C4%5突跳性A当控制平面内一条曲
线穿越尖点区域 K9B$"L:"EH时’相应点发生突跳C4"5滞后性A
同一条曲线穿越尖点区域时’从左边穿越与右边穿越’发生突跳的
点不同’具有滞后性C4B5双模性A尖点区域内有两个极小值点4即
稳定平衡点5C4*5不可达性A尖点区域内有一个极大值点4不稳平
衡点5C4D5发散性A尖点区域外一点出发两条很邻近的曲线 !%’!"
通过原点附近进入尖点区域’相应平衡点位置不同’一个在上叶’
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一个在下叶!"见图#!

概 率 论

$概率论%研究随机现象数量规律的数学分支!随机现象是指这样
的客观现象&当人们在一定条件下进行试验或观察时’不能预先确
定会出现什么结果’只知出现的是多个可能结果中的一个!在自然
界和人类社会中广泛存在着这类现象!例如’射手向目标射击一
次’可能命中或未命中目标(在相同条件下对一物体进行测量’每
次测量结果往往不尽相同(在同一生产条件下’生产出的产品的尺
寸大小总是参差不齐等!这些都是随机现象!
呈现出随机现象的试验或观察统称随机试验’简称试验!它有

如下特点&")#试验可在相同条件下重复进行("*#试验可能出现的
结果至少有两个’而且事先已知("+#在每次试验前’无法预先确定
会出现可能结果中的哪一个!上述的射击,测量和生产产品等例子
均为随机试验!
对于随机试验’就一次试验而言’它会时而出现这样的结果’

时而出现那样的结果’呈现出一种不确定性’这是随机试验偶然性
的一面(另外’人们还发现’在重复进行了大量试验后’出现的结果
呈现出某种规律性’人们称之为-统计规律性.’这是随机试验必然
性的一面!概率论就是从量的方面去揭示和研究这种规律性!
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对于不同 !"#的 $%&"!"#’的值

概率论起源于赌博和机会游戏其历史可追溯至 ()世纪*从 ()世
纪到 (+世纪是概率论发展的早期阶段*这时"基于排列组合的方
法"局限于讨论赌博中的如,分赌注-.,输光-等问题"但由此却结
晶出了概率论中的概率和数学期望等重要概念*(+世纪末至 (/
世纪"随着误差理论.射击问题.人口统计问题以及保险业等的迫
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切需要!概率论的发展进入到一个新的阶段"这时!在概率论中开
始引用更先进的分析工具!奠定了概率论的基础"当时!法国数学
家拉普拉斯著的#概率论的分析理论$是一部内容丰富的奠基性的
代表作"%&世纪初!由于抽象测度论与积分理论的建立!苏联数学
家柯尔莫哥洛夫著的#概率论基础$一书提出了概率的测度式的定
义!使概率论建立在严谨的数学公理化的基础上!从而为近代概率
论的发展打下了坚实的基础"
概率论是数学中一个有特色的分支!它有自己独特的概念与

方法!又与其它数学分支有密切的联系’它既有严谨的理论!又有
丰富的直观背景"当前!概率论除自身在理论和应用方面进一步发
展!形成了当今非常活跃的随机过程和数理统计两门学科外!它的
理论与方法还渗透到许多学科领域中!而且还和多种学科结合!形
成许多有生命力的边缘学科"

(随机事件)在一个试验中!可能出现也可能不出现的事情!亦简称
事件"例如!在掷两颗骰子的试验中!*两颗骰子都出现 +点,’*出
现总点数为 -,等都是随机事件"在一个试验中!每一个可能出现
的结果均为事件!称之为基本事件’此外!还有许许多多其它事件!
称之为复合事件"在上例中!前者为基本事件!后者为复合事件"特
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别!在每次试验中!一定出现的事情称为必然事件!如在上例中!
"出现总点数至少为 #$是必然事件%在每次试验中!一定不出现的
事情称为不可能事件!如在上例中!"出现总点数多于 &#$是不可
能事件’
在试验中!如将每一个可能结果视为一个样本点!则由所有样

本点组成的集合称之为样本空间或基本空间!记为 (’这时!事件
除如上面用语言叙述来表示外!还可用 (中的某子集 )来确切地
表示’如上例中!试验结果用样本点*+!,-表示!其中+和,分别
表示第一.二颗骰子出现的点数!此时!样本空间 (/0+!,1%&2
+23!&2,231’于是前面叙述的基本事件可用 (中含一个样本
点的子集 )/0*4!4-1表示’复合事件可用 (中含 5个样本点的
子集 6/0*&!5-!*5!&-!*#!7-!*7!#-!*4!4-1表示’特别!必然事
件用集合 (表示%不可能事件用空集8表示’
在一个试验中!有许许多多事件!分别用 )!6!9!:表示!它

们之间有着各种各样的关系;*&-若 )出现则 6必然出现称为 6
包含 )!记为 )<6%*#-若 ).6相互包含!则称 ).6等价!记为 )
/6%*4-")!6中至少有一出现$是一事件!称为和事件或 )与 6
之和!记为 )=6%*7-")!6同时出现$是一事件!称为积事件或 )
与 6之积!记为 )>6或 )6%*5-")出现但 6不出现$是一事件!
称为差事件或)与6之差!记为)?6%*3-")不出现$是一事件!
称为 )的对立事件!记为 )@%*A-)与 6不能同时出现!称 ).6互
不相容!记为 )>6/8’如果事件用 (的子集表示!则上述事件
之间的关系与集合的相应关系对应’

B概率C表示随机事件出现的可能性大小或机会大小的一个量’
概率又称或然率.几率’随机事件 )的概率记为 D*)-!它表
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示在一次试验中!事件"出现的可能性有多大#如果$%"&’()*!
则表明在一次试验中!事件 "有 *(+的可能性出现#值得注意的
是!事件 "的概率只说明 "出现的可能性而已!并不能准确无误
地预言实际的未来结果!不过在试验重复进行次数愈多的情况下!
实际上!事件 "出现的次数所占的比例愈易接近概率#在实际生
活中遇到的如,次品率-.,命中率-等都是概率#
概率有四种定义方式/
%0&概率的古典定义 只适用于试验的所有可能结果为有限

个且出现的可能性均等的情形#这种试验称为古典概型#这时!样
本空间 1由有限个样本点组成!其个数记为 2#若事件 "含 3个

样本点!则定义 "的概率 $%"&’32#
这个定义在 0*世纪由法国

数学家拉普拉斯明确地给出#
%4&概率的几何定义 只适于试验的所有可能结果能与一个

测度不为 (的几何区域 5中的点建立一一对应且出现的可能性
均等的情形!其中测度一词在一维空间指长度.二维空间指面积.
三维空间指体积等等#这种试验称为几何概型#这时!如果事件"

可用 5中的子区域 6表示!则定义 $%"&’7%6&7%5&!
其中如 7%5&表

示 5的测度!显然!事件的概率只与表示事件的子区域的测度有
关!而与其形状和位置无关#这定义在 0888年由法国数学家蒲丰
给出并用它解决了最典型的,投针问题-#

%9&概率的统计定义 对同一个试验重复地进行 2次!用 7"
表示事件 "在 2次试验中出现的次数!称为 "的频数#如果当 2
充分大时!"出现的频率 7":2常稳定地在某一数值 ;附近摆动!
而且随着试验次数2的增加!摆动的幅度常常变小!与;偏离大的
情况越来越稀少!这称之为,频率的稳定性-#这时!则定义事件 "
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的概率为 !"即 #$%&’!"此定义基于任何事件出现的频率都具有
稳定性"瑞士数学家伯努利从理论上给出了证明$参见大数定律&(
应用这个定义时"虽对试验没什么限制"但求概率的方法却不够严
谨"通常只能在重复做大量试验后"以事件出现的频率作为其概率
的近似值(

$)&概率的公理化定义 上述概率的定义都各有局限性(*+,,
年"苏联数学家柯尔莫哥洛夫建立了概率的测度式的定义"它既建
立在严谨的数学公理化的基础上又概括了概率的种种定义(
设样本空间 -是一个任意给定的非空集合"其中元素用 .表

示(设/是由 -的某些子集构成的集类"如果/满足条件01-2

/34如果 %2/"则 562738如果 %92/"9’*":;"则<
=

>’*
%>2/"

那么"称/为?域或?代数"亦称事件域(凡属/的-子集%均称
为事件"不属于/的 @子集不是事件(一般称$@"7&为可测空间"
在它的基础上给出下面概率的公理化定义0
设 #是定义在 /上的实值函数"即对每一 %2/"有唯一实数

#$%&与之对应"且满足公理01非负性 对一切 %2/"#$%&AB3
4规范性 #$-&’*38可列可加性$?可加性&若 %92/"9’*":

;"且两两互不相容"则有 #$<
=

>’*
%>&’C

=

>’*
#$%>&成立"则称 #为

$-"/&上的概率测度"简称概率(特别"对任何%2/"称#$%&为事
件 %的概率(
称三元总体$-"/"D&为概率空间(对任何一个具体的试验都

可构造出一个概率空间(现代概率论的发展建立在概率空间的基
础上(
概率的基本性质有0$*&事件 %的概率为介于 B与 *之间的

一个数"即 BE#$%&E*3$:&必然事件的概率定为 *"即 #$-&’*(
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不可能事件的概率定为!"即#$%&’!($)&概率具有可加性$加法

公式&"即若 *+"*,-"*.两两互不相容"则 #$/
.

0’+
*0&’1

.

0’+
#

$*0&($2&#$*&’+3#$*4&($5&若 *67"则 #$73*&’#$7&3
#$*&($8&一般加法公式9

#$/
.

:’+
*:&’1

.

:’+
#$*:&3

1
+;:+<:,;.

#$*:+*:,&=-

=$3+&03+ 1
+;:+<:,<-<:0;.

#$*:+*:,*:0&=-=$3+&.>+#$*+*,-*.&(

$?&概率的连续性 上连续性9若*+@*,@-"则#$A
B

.’+
*.&’

CDE
.FB
#$*.&G下连续性9若 *+6*,6-"则

#$/
B

.’+
*.&’CDE

.FB
#$*.&G

H条件概率I任何一个试验都是在一定条件 J下进行的"通常都不
提及G如果在除条件 J外"再附加K事件 *已发生L$#$*&M!&的
条件下进行试验时"若考虑某事件 7的概率"则称这概率为事件 7
在K事件*已发生L的条件下的条件概率"简称事件7关于*的条
件概率"记为 #$7N*&G通常事件 7的概率 #$7&与 #$7N*&不同"
必要时称 #$7&为无条件概率G在一般条件下"条件概率与无条件
概率有如下关系9#$7N*&’#$*7&O#$*&$由上例可验证此关
系&G因此"人们以此关系作为条件概率的定义9在概率空间$P"Q"
#&上"若 #$*&M!"对一切 7RQ"令 #$7N*&’#$*7&O#$*&"则
如此定义的 Q上的函数"记为 #$SN*&"它满足概率的公理化定
义中的三个条件"故 #$SN*&是概率"并称之为在K事件 *已发
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生!的条件下的条件概率"简称关于#的条件概率$若%&’"则称

()%*#+为事件 %关于 #的条件概率$
关于条件概率有三个重要公式,
)-+概率的一般乘法公式 若

()#-#./#01-+23"04."则 ()#-#./#01-#0+5()#-+()#.*
#-+(6)#7*#.#-+/()#0*#-#./#08-+$

).+全概率公式 若 #-"#."/#0两两互不相容"()9
0

:5-
#:+5

-且 ()#:+23对一切 :成立"则对任一事件 %"有 ()%+5;
0

:5-
(

)#:+()%*#:+成立$
)7+贝叶斯公式 在).+的条件下"对满足 ()%+23的事件 %

有

()#:*%+5()#:+()%*#:+

<;
0

=5-
()#=+()%*#=+$

).+")7+公式可推广到 #-"#."/"#0/的情形$

>事件的独立性?两个事件 #"%相互独立"直观地讲"是指两事件
出现与否相互之间无影响$严格地讲"是指其中一事件出现对另一
事件出现的概率无影响"即()%*#+5()%+或()#*%+5()#+$更
一般地"定义为,如果 ()#%+5()#+()%+"则称事件 #"%相互独
立$例如"在甲@乙两射手对同一目标各进行一次射击的试验中"事
件A甲击中目标!和事件A乙击中目标!是相互独立的"因为甲@乙击
中目标与否相互无影响"完全由他们各自的命中率决定$
对于多个事件 #-"#."/"#0)047+相互独立"直观地讲"也

是指它们之间发生与否相互无影响$严格地讲"如果从#-"#."/"
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!"中任取一组事件 !#$%!#&%’%!#()(*&+%皆有

,)!#$%!#&%’%!#-+.,)!#$+,)!#&+’,)!#(+%则称事件 !$%!&%’%
!"相互独立/事件个数越多%它们相互独立的条件要求上述等式
成立的个数越多/例如%三个事件相互独立不能由它们中两两事件
相互独立得到/
独立性的概念是概率论中特有的概念%它的引进大大推动了

概率论的发展%概率论中有许多结论是在独立性的假设下获得的/
在解决实际问题时%常常凭直观经验来判断一组事件 !$%!&%’%
!"是否独立%因为如果独立的话%求这一组事件乘积的概率就可
等于各自概率的乘积%即,)!$!&’!"+.,)!$+,)!&+’,)!"+/

0"重伯努利试验1相当于一个简单试验 2/独立地重复进行 "次

)各次试验出现什么结果相互无影响+%试验 23只有两个可能结
果%分别记为 !和 !4%已知 ,)!+.5%,)!4+.$65.7%其中 23被
称为伯努利试验/
在这种试验中%每一个可能出现的结果均可表为 !8$!8&’!8"%

其中 !8#表示第 #次 23试验出现的结果%故 !8#为 !或 !4/显然%
!8$%!8&%’%!8"相互独立%因此%,)!8$!8&’!8"+.,)!8$+,)!8&+’,
)!8"+.5(7"6(%其中 (为 !8$!8&’!8"中 !的个数/由此%事件9在 "

次试验中 !恰好出现 (次:的概率 ,")(+.
;

<

=

>

"
(
5(7"6(/

0随机变量1表示随机试验结果的量/它是一个至少可取两个值的
变量%但每次试验后它取什么值事先不能预知%由试验结果而定%
因此%可将它看作样本空间 ?上的一个函数/随机变量在某个范
围内取值通常应表示某个事件/由此%随机变量严格的数学定义应

@A&$数 学



如下!设"是样本空间#上的实函数$即"%"&’($对一切’)#$
如果对一切实数 "$均有*"+",%*’!"&’(+",)-&事件域($
即*"+",是事件$则称"是&#$-(上的一个随机变量.又称"为
可测空间&#$-(上的可测函数.而在概率论中$常说"是概率空间

&#$-$/(上的随机变量.
设 "0$"1$2$"3是概率空间&#$-$/(上的 3个随机变量$称

"%&"0$"1$2$"3(为 3维随机向量$称 "4&0+4+3(为它的第 4
个分量.特别$随机变量亦可称为一维随机向量.
设"$5是概率空间&#$-$/(上的随机变量$称 "675为复

随机变量$其中 7为虚数单位.

8随机变量的概率分布9描述随机变量取值的概率规律一般用分布
函数$但对特殊的随机变量还有更方便的方式.
设"为随机变量$对任意实数"$令-&"(%/&"+"($其中/

&"+"(表示事件*"+",的概率$称如此定义在 :&全体实数(上
的函数-&"(为随机变量"的分布函数.由概率性质可知$任何分
布函数 -&"(都满足下面三个条件!&0(单调非降$即当 ;<=时$-
&;(+-&=(>&1(?@A

"BCD
-&"(%E$?@A

"B6D
-&"(%0>&F(右连续$即

?@A
"B;

6
-&"(%-&;($其中"B;6表示"G;且趋于;.反之$任一满足

上面三个条件的函数定是某个随机变量的分布函数.
分布函数刻划了随机变量取值的概率规律$由它可得到随机

变量在某个范围取值的概率.
取有限多个或可列多个值的随机变量称为离散型随机变量.

凡表示离散型随机变量 "可能取的值和取各个值的概率的各种
形式都称之为 "的分布列.设 "可能取的值为 "0$"1$2$"3$2

HI10 思 想 与 学 术



!包括取有限值的情况"#称 $%&’!(&(%"#%&)#*+为随机变量

(的分布列#简记为,$%-.由概率性质知#任一分布列,$%-都满足

条件/!)"$%012!*"3
4

%&)
$%&).反之#任一满足!)"#!*"条件的数列

,$%-定是某个离散型随机变量的分布列.用分布列刻划离散型随
机变量取值的概率规律比用它的分布函数来得简单5方便.
设 (为一随机变量#如果存在一个非负实函数 $!6"#(在任

一形如!74#("的区间上取值的概率’!(8("可用 $!6"在这区
间上的积分表示#即

’!(8("&9!("&:
74

(

$!6";6#

其中 (为任一实数#则称 (为连续型随机变量#称 $!6"为 (的概
率分布密度函数#简称密度函数.这种随机变量(在任何区间<=#
>?上取值的概率可用它的密度函数 $!6"在区间上的积分表示#即

’!=8(8>"&:
=

>

$!6";6#

它又可用图)中带阴影部分的面积表示.显然#(取任何一个值的
概率都等于 1#即 ’!(&="&1#=为任一实数.连续型随机变量 (
的密度函数$!("常由它的分布函数求得#因为在一定条件下#
$!("&9@!(".
由概率性质知#密度函数 $!("满足条件/!)"对一切实数 (#$

!("012!*":
74

4

$!(";(&)#反之#满足条件!)"#!*"的函数定是

某个连续型随机变量的密度函数.

A随机向量的联合分布与边缘分布B随机向量 (&!()#(*#+#(C"
的概率分布称为(的联合分布或()#(*#

DE*)数 学



图 ! 连续型随机变量 "
在#$%&’上取值的概率

(%")的联合分布*由"中的任意+,-).个分量作成它的子随机
向量%如,"/!%"/0%(%"/+.%它的概率分布称为 "的联合分布的边
缘分布*具体表示形式如下1

,!.联合分布函数与边缘分布函数 设 "2,"!%"0%(%").
为)维随机向量%对任一)维实向量,"!%"0%(%").%令3,"!%"0%

(%").24,"!5"!%"05"0%(")5").24,6
)

72!
8"75"79.%则称

如此定义的 )元实函数3,"!%"0%(%").为 "的联合分布函数或

"!%"0%(%")的联合分布函数*在不至于混淆的情况下%可省略联
合二字*联合分布函数具有和随机变量的分布函数类似的性质和
结论*

"的任一子随机向量%如,"/!%"/0%(%"/+.%+-)%有如上方法
定义的分布函数%相对于 "的联合分布函数称它为 3,"!%"0%(%
").的边缘分布函数%任何一个边缘分布函数都可由联合分布函
数确定*

:;0! 思 想 与 学 术



!"#联合分布列与边缘分布列 只取有限个或可列个向量值
的随机向量称为离散型随机向量$设 %&!%’(%"()(%*#为离散
型 随 机 向 量(% 取 值 !%+’(%+"()(%+*#的 概 率 记 为

,!%’&%+’(%"&%+"()(%*&%+*#$称 -+’(+"()(+*&,!%’&%+’(%"&

%+"()(%*&%+*#&-.
*

/&’
0%/&%+/1 23(+/&’("()(/&’("()(*(

为 %的联合分布列(简记0-+’(+"()(+*3$它表示了 %可能取的值和取
各个可能值的概率$有时也可省略地称它为分布列$

%的任一子随机向量(如!%4’(%4"()(%45#(56*(亦是离散
型随机向量(它的分布列称为联合分布列0-+’(+"()(+*3的边缘分布
列$由联合分布列可求出任意一个边缘分布列$

!7#联合密度函数与边缘密度函数 设 *维随机向量 %&
!%’(%"()(%*#的分布函数为 8!%’(%"()(%*#(如果存在一个非
负的 *元函数-!9’(9"()(9*#(对任一 *维实向量!%’(%"()(%*#
都有

8!%’(%"()(%*#&:
%’

;<
:
%"

;<

):
%*

;<

-!9’(9"()(9*#=9’=9")=9*

成立(则称 %为连续型随机向量(称-!9’(9"()(9*#为 %的联合密
度函数(有时(就称密度函数$%在*维区域>上取值的概率可表
为它的密度函数

-!9’(9"()(9*#在区域 >上的积分(即

,!!%’(%"()(%*#?># &

:)>:-!9’(9"()(9*#=9’=9")=9*
%的任一子随机向量(如!%+’(%+"()(%+4#(46*的密度函数

称为联合密度函数-!9’(9"()(9*#的边缘密度函数$边缘密度函数
均可由联合密度函数求得$

@@"’数 学



!条件分布"设 #$%为随机变量$在 %&’的条件下$#的概率分
布定义为 #关于 %&’的条件分布(条件分布具有随机变量概率
分布相同的性质(例如$设)#$%*为二维离散型随机向量$#可能
取值 #+$#,$-$%可能取值’+$’,$-(在%&’.的条件下$#的分
布列称为关于 %&’.的条件分布列$记为 /01.&2)#&#01%&’.*$0
&+$,$-(若)#$%*的联合分布列为3/0.4$则由条件概率知 /51.&
2)#5&#5$%&’.*
2)%&’.* & /5.

6
7

0&+
/0.
$5&+$,$-(3/0.4具有通常分布列的性

质8)+*/01.9:;),*6
7

0&+
/01.&+(

!随机变量的独立性"称随机变量 #+$#,$-$#<相互独立$指对任

何实数 #+$#,$-$#<$事件=
<

>&+
3#>?#>4的概率等于事件3#>?

#>4$>&+$,$-$<的概率的乘积$即 #的联合分布函数 @)#+$

#,$-$#<*&@+)#+*@,)#,*-@<)#<*$其中 @>)#>*是 #>的分布

函数(特别$)+*当 #&)#+$#,$-$#<*为离散型随机向量时$如果

所有事件=
<

>&+
3#>?#>4的概率都等于事件3#>&#>4$>&+$,$-$

<$的概率的乘积$则称 #+$#,$-$#<相互独立;),*当 #&)#+$

#,$-$#<*为连续型随机向量时$如果它的所有分量的密度函数

相乘为 #的联合密度函数时$则称 #+$#,$-$#<相互独立(在解
决实际问题时$常常凭经验来判定一些随机变量取值相互之间无
影响$从而认为它们是相互独立的(

AB,+ 思 想 与 学 术



!随机变量的函数的概率分布"一个或多个随机变量的初等函数或
连续函数仍是随机变量#它的概率分布有的可由随机变量的概率
分布求出$例如#

%&’线性函数 设 (的分布函数为 )%(’#*+,(-.%,/0#.
均为实数’亦为随机变量#它的分布函数

)*%1’+)%12., ’$
特别#当 (为连续型随机变量时#3%(’为它的

密度函数#这时 *的密度函数 3*%1’+
&
4,43%

12.
, ’#
这里线性函数中的 ,只要求不等于 0$

%5’和 设%(&#(5’的联合密度函数为 3%(&#(5’#和 (+(&-
(5是一随机变量#它的密度函数

3(%(’+6
7

27

3%(28#8’98

+6
27

7

3%8#(28’98$

%:’商 设%(&#(5’的联合密度函数为3%(&(5’#商*+
(&
(5%(5

;0’是一随机变量#它的密度函数

3*%(’+6
27

(

3%(8#8’48498$

!数学期望"又称期望或均值#数学定义如下<
%&’(为离散型随机变量#设 (的分布列为 3=+>%(+(=’#=

+&#5#?#若级数@
7

=+&
4(=43=A7时#则称 (的期望存在且期望

B(+@
7

=+&
(=3=$

CD5&数 学



!"#$为连续型随机变量%设 $的密度函数为 &!$#%若’
()

)

*

$*&!$#+$,)时%则称 $的期望存在且期望 -$.’
()

)

$&!$#

+$/
!0#$为一般的随机变量!包括离散型和连续型#%1!$#为它

的分布函数/若’
()

)

*$*+1!$#,)时%则称 $的期望存在且期望

-$.’
()

)

$+1!$#%其积分是黎曼2斯蒂尔杰斯积分!参见实变函

数#/
随机变量的期望有下列性质!设 $%3期望存在#4!5#常数 6

看成随机变量时%-6.67!"#-!$83#.-$8-37!0#若 69$9
:%则 69-$9:7!;#若 $%3独立%则 -!$3#.-$<-3/
随机变量的函数的期望有如下公式4
!5#随机变量 $的函数 =!$#的期望可用 $的概率分布直接

计算4
-=!$#

.
>
)

?.5
=!$?#&? $为离散型7

’
()

)

=!$#&!$#+$% $为连续型
@

A

B %

其中C&?D%&!$#分别为 $的分布列和密度函数/
!"#随机变量 $%3的函数 =!$%3#的期望可由!$%3#的联合

分布直接计算4
-=!$%3#

EF"5 思 想 与 学 术



!

"
#

$!%
"
#

&!%
’()$*)&+,$*&*

()*-+为离散型.

/
0#

#

/
0#

#

’()*1+,()*1+2)21*

()*-+为连续型

3

4

5 *
其中6,$*&7*,()*1+分别为()*-+的联合分布列和联合密度函数8
若复随机变量 9!):;-*则定义其数学期望 <9!<):

;<-8
若随机向量 )!()%*)=*>*)?+*则 )的数学期望定义为 <)

!(<)%*<)=*>*<)?+*又称它为 )的均值向量8

@分位数A给定 BCDC%*如果数 )D满足条件 E()F)D+G%0D和

E()G)D+GD*则称 )D为 )的 D分位数*又称 )%0D为 )的下 D分

位数8特别*当 D!%=
时*称分位数 )%=为 )的中位数*它刻划了 )

的概率分布的中心位置*对任何随机变量都有中位数*但可能不唯
一8当随机变量期望不存在时*它可起到类似期望的作用8它与期
望比*主要优点是受极端值的影响较小*因此*在一些应用统计问
题中常以它代替期望8

@方差A刻划随机变量取值与期望值平均偏离程度的一个量8若

<)存在*则定义 <()0<)+=为 )的方差*记作 H)或 IJK)8称

LH)为标准差或均方根差.称LH)M<)为变异系数8
方差的计算可归为计算随机变量 )的函数()0<)+=的期

望*由随机变量的函数期望公式知*它完全决定于 )的概率分布8

%N=%数 学



此外!还有 "#$%#&’(%#)&*
方差的主要性质如下+(,)常数 -看成随机变量时!"-$.+

(&)"(-#)$-&"#!-为任意常数+(/)当 #!0独立时!"(#10)$
"#1"0+(2)对任意实数 -!%(#’-)&在 -$%#处达到最小值!
即 "#$%(#’%#)&3%(#’-)&!对一切实数 -+(4)若 "#$.!则

#以概率 ,等于 %#!即5(#$%#)$,*
若复随机变量 6$#170!则定义 6的方差 "6$%(6’%6)

(6’%6)$%86’%68&!其中 69是 6的共轭复值 #’70*

:;阶原点矩和 ;阶中心矩<对任一整数 ;!若 %#;和 %(#’%#);

存在!则分别称为 #的 ;阶原点矩和 ;阶中心矩*期望是一阶原
点矩!方差是二阶中心矩*;阶原点矩和;阶中心矩可用#的函数

#;和(#’%#);的期望公式分别算出*矩在描述和确定概率分布
时起重要作用*

:协方差与相关系数<刻划两个随机变量 #!0之间线性联系程度
的量*定义 %(#’%#)(0’%0)为 #!0的协方差!记为 =>?(#!
0)*它的计算可用#@0的函数(#’%#)(0’%0)的期望公式*此
外!还有 =>?(#!0)$%(#0)’%#A%0*
协方差具有以下性质B(,)=>?(#!0)$=>?(0!#)+(&)=>?

(-#!C0)$-C=>?(#!0)!其中 -!C为任意实常数+(/)=>?(#,1
#&!0)$=>?(#,!0)1=>?(#&!0)*

定义=>?(#!0)
D"#A"0

为#!0的相关系数!记为E#0*显然8E#083,*

8E#08的值越接近 ,!它表明 #!0之间线性联系越好*当8E#08$,
时!#!0之间就以概率 ,有线性关系 0$-#1C!即 5(0$-#1

&F&, 思 想 与 学 术



!"#$%当 &’(#)时*称 ’*(不相关或零相关*即表示 ’*(之间
没有线性关系*但不一定无其它关系+若 ’*(独立*则 &’(#)%逆
之不成立+
设 ,维随机向量 ’#-’$*’.*/*’,"*若令 012#345-’1*’2"*

则称 ,6,矩阵+

7#8-’98’":-’98’"

#
0$$ 0$. / 0$,+
0.$ 0.. / 0.,
0,$ 0,. / 0

;

<

=

>,,
为 ’的协方差阵*亦称方差阵*其中-’98’":是-’98’"的转置
矩阵

若 ?$@?.是两个复随机变量*则定义它们的协方差 345-?$*

?."#8-?$98?$"-?.98?."

A条件期望B由条件分布确定的期望+例如*当-’*("为离散型随机
向量时*’关于 (#C2的条件分布列为 DEF2#
G-’#’EF(#C2"*E#$*.*/*则以它为分布列求得的期望称为 ’
关于 (#C2的条件期望*记作 8-’F(#C2"*即

8-’F(#C2"#7
H

E#$
’EDEF2

#7
H

E#$
’EG-’#’EF(#C2"+

一般地说*条件期望 8-’F(#C"依赖于 (的取值*因此*它
是 (的函数*通常将此函数记为 8-’F("*并称为 ’关于 (的条
件期望+这时*它是一个随机变量+在很多情况下*无法用初等的
方法来求 8-’F("*但由测度论的知识已证明I在 8’存在的条件
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下!"#$%&’存在!虽不唯一!但彼此只在一个零概率事件上有差
异(条件期望除有通常期望的性质外!还有 "#"#$%&’)"$(
类似地!还可定义 $关于 &*!&+!,!&-的条件期望!记为

"#$%&*!&+!,!&-’(更一般地!还可定义$关于某个.代数/#若
随机变量定义在#0!1!2’上!/应是 1的一个子 .代数!即 /31’
上的条件期望!记为 "#$%/’(

4特征函数5设 $为随机变量!称 "67$8!9:;8;:!为 $的特征
函数!其中 7为虚数单位!记为 <#8’(当 $为离散型随机变量时!<

#8’)=
:

>)*
67$>8?>!其中 ?>)@#$)$>’!>)*!+!,为 $的分布列A当

$为连续型随机变量时!

<#8’)B
9:

:

67$8?#$’C$!其中?#$’为$的密度函数!这时!<#8’正是

?#$’的傅里叶变换A当 $为任一随机变量时!<#8’

)B
:

9:
67$8C1#$’!其中积分是黎曼D斯蒂尔杰斯积分!1#$’是 $的

分布函数(此外!还有 "67$8)"#EFG$8’H7"#GIJ$8’(
特征函数 <#8’具有下面性质K#*’<#L’)*A#+’%<#8’%M*A#N’<

#8’在#9:!:’上一致连续且具有非负定性!即对任意实数 8*!8+!

,!8-和任意复数 O*!O+!,!O-有=
-

P)*
=
-

>)*
<#8P98>’OPOQ>RLA#S’若 $

的特征函数为 <#8’!则 T$HU#T!U为常数’的特征函数<T$HU#8’)

67U8<#T8’A#V’若 $*!$+独立!它们的特征函数分别为 <*#8’和<+#8’!
则 $*H$+的特征函数

<$*H$+#8’)<*#8’W<+#8’A#X’若 $的 >阶矩存在!则对一切 YM>!

"$Y)<#Y’#L’Z7Y!其中

S[+* 思 想 与 学 术



!"#$"%$表示 &的特征函数 !"’$的 #阶导数在 %点的值(这性质把
求&的#阶矩变成求它的特征函数的#阶导数(")$特征函数与概
率分布相互唯一决定(利用性质"*$和")$可求出许多独立随机变
量和的概率分布(一个定义在"+,-,$上的复值函数-如果它连
续.非负定且 !"%$/0-则它定是某个随机变量的特征函数(
设 &/"&0-&1-2-&3$是一 3维随机向量-定义 !"’0-’1-2-

’3$/45"&0’06&1’1626&3’3$为 &的特征函数(

7母函数8设 &是取非负整数值的随机变量-分布列为 9:/;"&/

:$-:/%-0-1-2-称级 ;"<$/=
,

:/%
9:<:-+0><>0-为 &的母函

数(母函数在 0?世纪初被拉普拉斯所引进-它是特征函数出现的
先导(它有许多类似于特征函数的性质(对取非负整数值的随机
变量-在很多场合下用它比用特征函数更方便(

7常见概率分布8由实际问题导出或在数理统计中常用的概率分
布(

"0$单点分布 若随机变量 &以概率 0取常数 @-即 ;"&/@$
/0-则称 &服从单点分布-A&/@-B&/%-特征函数 !"’$/45@’(

"1$两点分布 若随机变量 &的分布列为 ;"&/:$/9:C0D:-
:/%-0-其中 %E9E0-C/0+9-则称 &服从参数为 9的两点分
布(描述只有两个结果的随机试验用服从两点分布的随机变量(
A&/9-B&/9C-特征函数!"’$/C6945’(

"F$二项分布 若随机变量 &的分布列为 G":H3-9$/;"&/
:$/"3:$9:C3+:-:/%-0-2-3-其中 %E9E0-C/0+9-"3:$/3IJ
":I"3+:$I$是从 3个对象中任意选取 :个的组合数-则称 &

*K10数 学



服从参数为 !"#的二项分布或 $服从 %&!"#’分布(它的命名来
源于 )&*+!"#’恰好是&#,-’!的二项展开式中的第 *,.项(
若 $服从 %&!"#’分布"则 $取值由 /依次增大到 !时"其概

率先增大后减小(当&!,.’#不是整数时"$取0&!,.’#1值的概
率最大"其中记号021表示不超过 2的最大整数+当&!,.’#是整
数时"$取&!,.’#和&!,.’#3.两值的概率相等且最大(4$5
!#"6$5!#-"特征函数 7&8’5&-,#9:8’!"母函数 ;&<’5&-,

#<’!(若$."$=">"$!为相互独立且同服从参数为#的两点分布"
则 $5$.,$=,>,$!服从 %&!"#’分布(

&?’泊松分布 若随机变量 $的分布列为 #&*+@’5;&$5*’

5 @*
*A9

3@"*5/".">"其中 @B/"则称 $服从参数为 @的泊松分

布或$服从;&@’分布(这个分布是泊松研究二项分布的渐近公式
提出来的(
若 $服从 ;&@’分布"则 $取值由 /依次增大时"其概率先增

大后减小(当 @不是整数时"$取0@1值的概率最大+当 @是整数
时"$取 @和 @3.两值的概率相等且最大(4$56$5@"特征函
数 7&8’59@&9

:8
C.’"母函数 ;&<’59@&<3.’(

若随机变量$."$=">"$!相互独立"$*服从;&@*’分布"则$

5$.,$=,>,$!服从参数为D
!

*5.
@*的泊松分布(

&E’几何分布 若随机变量 $的分布列为 #*5;&$5*’5

#-*"*5/".">"其中 /F#F."-5.3#"则称 $服从参数为 #的

几何分布(4$5-#3."6$5-#3="特征函数7&8’5#&.3-9:8’3."毋
函数 ;&<’5#&.3-<<’3.(

&G’超几何分布若随机变量的分布列为 #*5;&$5*’5

GH=. 思 想 与 学 术



!

"

#

$

%
&
’(%!

"

#

$)(&
*
!

"

#

$

’
)
+,-./0+)1%(’23&3,45/)+%2+其中 ’+

%+)为正整数+%3’+)3’+称则 6服从参数为 ’+%+)的超几

何分布7869)%’+:69
)%
’; <(%

!

"

#

$’
’()!

"

#

$’(<7

/=2负二项分布/帕斯卡分布2 若随机变量 6的分布列为 >

/&?@+A29B/69&29
(@!

"

#

$&
A@/(C2&9

@1&1<!

"

#

$&
A@C&+&90+<+D+

其中 @为正整数+0EAE<+C9<(A+则称 6服从参数为 @+A的负
二项分布7

/F2均匀分布 若随机变量的密度函数

A/629
<*/G(H2+6IJH+GK?
L
!

"0+ 6IJH+GK+
其中 HEG且均为常数+则称 6在JH+GK上均匀分布或 6服从 M

JH+GK分布76的密度函数曲线见图一7869H1GN +:69
/G(H2N
<N +

特征函数 >/O29/PQGO(PQHO2*Q/G(H2O7
若二维随机向量 69/6<+6N2在平面区域 R上均匀分布+则

6的联合密度函数为

A/629 <*R的面积+/6+S2IR?L
!

"0+ /6+S2IR7

=FN<数 学



图 ! 均匀分布的密度函数

"#$指 数 分 布 若 随 机 变 量 %的 密 度 函 数 &"%$’
()*(%+%,-.
/
0

1-+ %2-+
其中(,-为常数+则称%服从参数为&的指数分布3

密度函数曲线见图二3在很多情况下+表示寿命+如灯管寿命的随
机变量就服从这种分布34%’(5!+6%’(57+特征函数 8"9$’

!5:9
0

1

;

<(
5!

3

图 7 (’-=>的指数分布的

密度函数曲线

"!-$正态分布 又称高斯分布3若随机变量 %的密度函数 &

"%$’ !
?7@A

)5
"%5B$

7

7A
7 +*CD%DC

EE7! 思 想 与 学 术



其中 !为实数"#$%"则称 &服从参数为 !’#(的)一维*正态分布
或 &服从 +)!"#(*分布"又称 &为一维正态变量,正态分布的概
率密度函数曲线如钟形"见图三,-&.!"/&.#("特征函数 0)1*
.2)3!14

5
(#
(
1
(
*,

#56#(6#7
特别"当 !.%"#(.5时"&服从 +)%"5*分布"这时"密度函数

8)&*. 5
9(:
24

&
(

("4;6&6;"

称 &为标准正态变量,

图 7 正态分布的密度函数曲线

令 <)&*.=
&

>;

5
9(:
24

1
(

(?1"

它表示标准正态变量&取值不超过&的概率,对任意&@%"可查
正态分布表得到 <)&*的值"对 &6%"可利用公式 <)&*.54<
)4&*"其中 <)4&*可查表得到"从而可计算出 <)&*的值,若 &
服从 +)!"#(*分布"则可利用公式A)&*.B)&C&*.<)&4!# *

查

表得到 A)&*的值,
若 &服从 +)!"#(*分布"则 &的线性函数 D&EF)DG%"F均

为任意实数*服从 +)D!EF"D(#(*分布"特别"&4!#
服从 +)%"5*分

HI(5数 学



布!
若 "#$"%$&$"’相互独立$"()#*(*’+服从 ,)-($.%(+分布$

则它们的和 "#/"%/&/"’服从 ,0
’

(1#
-($0

’

(1#
.2 3%(分布!

若二维随机向量 "1)"#$"%+的联合密度函数

4)"$5+1 #
%6.#.% #789 %

1:;<7 #
%)#7=%

>
?

@ +
)"7A#+%

.
B

C %
#

7%8)"7A#+)57A%+.#.% /)57A%+
%

.
D

E
F
G

H%
%

$

IJK"KJ$IJK5KJ$其中 A#$A%为实数$.#LM$.%LM$N8N*
#$则称 "服从参数为 A#$A%$.%#$.%%$O的)二维+正态分布或 "服从

,)A#$A%$.%#$.%%$=+分布!又称 "为二维正态变量$均值向量 P"1

)A#$A%+$协方差阵Q1
.%# =.#.%
=.#.% .

B

C

D

E%%
!

)##+伽玛)R+分布 若随机变量 "的密度函数

4)"+1
ST
R)T+"

T7#U7S"$"LMV
>

?

@M$ "*M$
其中 TLM$SLM且均为常数$则称 "服从参数为 T$S的伽玛分布

或称"服从R)T$S+分布!密度函数曲线见图四!P"1TS$W"1
T
S%$

特征函数

X)Y+1)#7ZYS+
IT!

M[%# 思 想 与 学 术



图 ! 伽玛分布的密度函数曲线

当 "#$时%伽玛分布为指数分布&当 "#’(%)#
$
(
时%伽玛分布为

*(分布+
,$(-*(分布 若随机变量 .的密度函数

/,.-#

*
’0(
(

(
’
(1,’(-

23
.
(%.45&

6

7

85% .95%
其中 ’为正整数%则称 .服从自由度为 ’的 *(分布或 .服从 *(

,’-分布+密度函数见图五%:.#’%;.#(’%特征函数<,=-#,$3
(>=-3

’
(+

若 .$%.(%?%.’相互独立%.@
,$9@9’-服从 *(,’@-分布%则和 .$A.(A?A.’服从 *(

B
’

@#$
’C D@分布+
,$E-=分布 又称学生分布+若随机变量 .的密度函数

/,.-#

$
F’G

1,’A$( -

1,’(-
H,$A.

(

’-
3’A$( %

其中 ’为正整数%则称 .服从自由度为 ’的 =分布%或 .服从 =

$I($数 学



!"#分布$密度函数曲线见图六$%&’()*&’ "
"+,!"-,#$

图 . /,分布的密度函数曲线

图 0 1分布的密度函数曲线

!23#4分布 若随机变量的密度函数

5!&#’

6!"27",, #

6!"2,#6!
",
,#
"2
"2
,",

",
,&

"2
,!"2&7",#+

"27",
, )&-(8

9

:

;() &<()
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其中 !"#!$为正整数#则称 %服从第一自由度为 !"#第二自由度为

!$的&分布或%服从&’!"#!$(分布#密度函数曲线见图七)*%+

!$
!$,$’!$-$(#.%+

$!$$’!"/!$,$(
!"’!",$($’!$,0( ’!$-0()

1概率论中的收敛2设3%!#!4"5是概率空间’6#&#7(上的随机变
量序列#它们都是6上的函数#即%!+%!’8(#896#!+"#$:)要
求这一函数列对每个 8都收敛一般很难实现#因此建立了下面一
些收敛的概念;

’"(以概率"收敛 若<’8;=>?
!@A
%!’8(+%’8(+"#简记<’=>?

!@A

%!+%(+"#则称3%!!4"5以概率 "收敛于%)以概率 "收敛又称

为几乎必然’简记 BCDC(收敛#因此记为 %!EE
BCDC@

图 F &分布的密度函数曲线

%)若把3%!#!4"5看成可测函数列#则上述收敛相当于测度论中
的几乎处处’简记 BCGC(收敛)

’$(依概率收敛 若对任意正数 H#都有=>?
!@A
<’8;I%!’8(,%

’8(I4H(+J’简记=>?
!@A
<’I%!,%I4H(+J(或=>?

!@A
<’8;I%!’8(,%

’8(IKH(+"’简记=>?
!@A
<’I%!,%IKH(+"(#则称3%!#!4"5依概

LM$"数 学



率收敛于!"记为!#$$
%&!’若将概率看作测度"则依概率收敛就

是测度论中的依测度收敛’
()*+阶平均收敛 对 +,-"若./0

#&1
23!#4!3+56"则称7!#"#

,-8+阶平均收敛于 !"记为 !#$$
+&!’特别"当 +5-时"称为平

均收敛9当 +5:时"称为均方收敛’
(;*依分布收敛 设随机变量序列7!#"#,-8相应的分布函

数列为7<#(!*"#,-8’设随机变量!的分布函数为<(!*"若对<
(!*的每一个连续点都有./0

#&1
<#(!*5<(!*"则称7!#"#,-8的分

布函数列7<#(!*"#,-8弱收敛于 !的分布函数 <(!*"记为 <#

(!*$$
=&<(!*"又称7!#"#,-8依分布收敛于 !"记为 !#$$

>&!’

7<#(!*"#,-8弱收敛于<(!*还有其它等价条件’例如"对任
一有界连续函数 ?(!*"都有

./0
#&1@

1

A1
?(!*B<#(!*5@

1

A1
?(!*B<(!*

成立就是一等价条件"这里的积分是黎曼A斯蒂尔杰斯积分’
上述各种收敛之间有如下蕴含关系"其中 +C,+,-"DEF表

示由 D可得到 FG
+C阶平均收敛 以概率 -收敛

H H
+阶平均收敛E依概率收敛

H H
平均收敛 依分布收敛

I大数定律J关于随机变量序列7!#"#,-8的算术平均值-#K
#

L5-
!L向

;M:- 思 想 与 学 术



期望平均值!
"#

"

$%!
&’$收敛的定律(由于收敛有不同的方式)按其

收敛为依概率收敛和以概率 !收敛)分别称为弱大数定律和强大
数定律)弱大数定律又常称为大数定律(这些定律是概率论和数理
统计学中的基本定律之一(
若随机变量 ’的数学期望*方差分别为 &’和 +’)则对任何

正数 ,)都有-./’0&’/1,23+’,4(
在 !567年)这不等式由切比

雪夫明确叙述和论证)故称之为切比雪夫不等式(它是证明弱大数
定律的重要工具(
弱大数定律 关于随机变量序列8’")"1!9)对任意正数 :)

;<=
">?
-/!"#

"

$%!
’$0!"#

"

$%!
&’$

@

A

B

C
/D:%!)即!"#

"

$%!
’$EE

->!"#
"

$%!
&’$成立

的定理(
.!2伯努利大数定律 在 "次独立重复试验中)若 F"表示事

件 G出现的次数)H为事件 G的概率)则对任意正数 :IJ);<=
">?
-

/F""
@

A

B

C
0H/D:%!)即F""EE

->H成立(由于;<=
">?
-/F""
@

A

B

C
0H/D:%!等

价于 ;<=
">?
-/F""
@

A

B

C
0H/1:%J)因此)上述结论表明K只要 "充分大)

事件G的频率
F"
"
与概率H之间出现偏离大于:的可能性可以任意

小(
在 "次独立重复试验中)考虑随机变量序列8’")"1!9)其中

’$表示第 $次试验中 G出现的次数)它是只取 J)!两个值的随机

变量且 &’$%H)对一切 $(因此)
F"
"%

!
"#

"

$%!
’$)

H%!"#
"

$%!
&’$)这样上述结论可表为

LM4!数 学



!"#
$%&
’()$*

$

+,)
-+.)$*

$

+,)
/-+

0

1

2

3
(45,)6

因此称为大数定律7
89:泊松大数定律 在一个独立试验序列中6若 ;$表示事件

<出现的次数6=>为在第 >次试验中 <出现的概率6则
;$
?@@

’%)?

*
$

>,)
=>7它之所以称为大数定律6如8):类似的解释7

8A:切比雪夫大数定律 如果随机变量序列B-$6?C)D两两
独立6其方差一致有界6即存在常数 E6对一切 >有 F->GE6则

)
?*

$

>,)
->@@

’%)?*
$

>,)
/->7

8H:辛钦大数定律 若B-$6?C)D为独立同分布的随机变量
序列6/-$,I存在6则

)
$*

$

+,)
-+@@

’%;6

其中 ;,)$*
$

+,)
/-+7此定律为估计随机变量的数学期望提供了一

条实际可行的途径7
强大数定律 关于随机变量序列B-$6?C)D6

)
$*

$

+,)
-+@@

JKLK%)$*
$

+,)
/-+成立的定理7最重要的是柯尔莫哥洛夫

强大数定律M若B-$6?C)D为相互独立的随机变量序列6/-?,;
存在6则

’!"#
N%&

)
$*

$

+,)
-+

0

1

2

3
,;,)6

即 )
$*

$

+,)
-+@@

JKLK%;

OP9) 思 想 与 学 术



其中 !"#$%
$

&"#
’(&)

*中心极限定理+关于随机变量序列部分和的分布渐近于正态分布
的一类定理)#,-.年/波伊亚称它们为中心极限定理)这类定理有
着广泛的实际背景)在自然界与科学试验中/如果某个量受到许多
相互独立的随机因素的影响/而其中每个因素的影响又都很微小
时/那么这个量受到叠加起来的总影响可近似地看作服从正态分
布)例如测量误差)中心极限定理对此现象从数学上给予了严格
的证明)最简单而又最重要的中心极限定理有0

1#2棣莫弗3拉普拉斯中心极限定理 在 $重伯努利试验中/
若事件 4出现的次数为 !$/事件 5的概率为 61.767#2/8"#9

6/则对任意实数 (/有

:;<
$=>
?
!$9$6
@$68

A

B

C

D
7(

" #
@-EF

(

9>
G9

H
-

-IH)

如果用 (&表示在第 &次试验中 4出现的次数/它是只取 ./#
两个值的随机变量/从而得到一个独立的同为两点分布的随机变

量序列J($/$K#L/则 !$"%
$

&"#
(&)由这个定理可得到序列J($/$K

#L的部分和 !$近似地服从 M1$6/$682分布/即参数为 $6和 $68
的正态分布)

在#N#O年前后/棣莫弗对定理中6"#-
的情形给予了证明)随

后/拉普拉斯推广为上述的定理)
1-2林德伯格3莱维中心极限定理 若J($/$K#L是独立同分

N,-#数 学



布的随机变量序列且 !"#$%和 &"#$’(存在)则部分和 *+$

,
+

-$.
"-的标准化 */+$

*+0+%
1’ +
的分布渐近于标准正态分布)即对任

意实数 ")有

234
+56
78*/+9":$ .

1(;<
"

06
=0>

(

(?>@

由此可知)部分和 *+近似地服从A8+%)+’(:分布@
这个定理在 (B世纪 (B年代由林德伯格和莱维证明@它在数

理统计大样本理论中起重要的作用@
.CDE年)林德伯格和费勒提出了林德伯格条件)从而使独立

的8可不同分布:随机变量序列的中心极限定理得到根本解决@

数 理 统 计

F数理统计G研究如何进行有效地收集H整理和分析带有随机性的
数据)以对所研究的问题作出描述H推断或预测)为采取一定的决
策和行动提供依据和建议的数学分支学科@可用于物理H化学H医
学H生物H地学H经济H社会等各种领域)只涉及其中有关带随机性
的数据处理问题@
数理统计是随着概率论的发展而发展起来的@当人们认识到

必须把数据看成是来自具有一定概率分布的总体)所研究的对象
是这个总体而不能局限于数据本身之日)也就是数理统计学诞生
之时@在 .C世纪前)已出现了高斯和勒让德关于观测数据误差分
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析和最小二乘法的研究!高斯等的工作揭示了正态分布的重要性!
德国的大地测量学者赫尔梅在 "#$%年发现了统计上十分重要的

&’分布!()皮尔森在 "*++年提出了检验拟合优度的 &’统计量,
他的学生戈塞特于 "*+#年导出了 -分布,即正态总体下 -统计量
的精确分布!费希尔在’+年代系统地发展了正态总体下种种统计
量的抽样分布.建立了以最大似然估计为中心的点估计理论.与耶
茨合作创立了试验设计及方差分析.在假设检验的发展中也起过
重要作用!但假设检验理论的系统化和深入的研究,应归功于奈曼
和/)0)皮尔森1他是 ()皮尔森之子2!奈曼对数理统计做出了另
一项很重要的贡献,他在 "*345"*3$年间建立的置信区间理论!
多元统计分析是数理统计学中有重要应用价值的分支!"*’#

年以前,费希尔已在狭义的多元分析1多元正态总体的统计分析2
方面做过一些工作!"*’#年维夏特导出了著名的维夏特分布,标
志着多元分析成为一个独立的学科!以后,狭义多元分析发展很
快,中国著名的数理统计学家许宝#是做出重要贡献的学者之一!
在第二次世界大战后,数理统计学在理论和应用两方面继续

取得很大的进展!电子计算机的广泛应用,也对数理统计学的发展
起着很大的作用!有了计算机,过去一些停留在理论上的方法得以
实现,而这又反过来促使人们提出和解决一些理论上的问题!通过
计算机模拟,可以在实际应用中避开一些难于解决的复杂的抽样
分布问题!另外,计算机在短时间内处理大量数据的能力,使人们
有可能从各个角度对数据进行透彻的分析,从中提取更多的信息,
有的学者把这方面的工作称为6数据分析7,并认为是数理统计中
的一个生长点!总之,计算机的广泛应用为数理统计学提供了巨大
的机会,也提出了一些很有价值的课题!
用数理统计方法去解决一个实际问题时,一般有如下步骤8建
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立数学模型!收集整理数据!进行统计推断!预测或决策"其环节不
一定按此顺序!有时是互相交错#不能截然分开的"在数理统计学
中!模型是指所研究问题的总体的某种假定!一般是给总体分布规
定一定的类型"有的假定不直接涉及总体分布形式"收集数据一
般有全面观测#抽样观测和安排特定的试验"整理数据的目的是把
包含在数据中的若干有用信息提取出来"一种形式是制定适当的
图表!以反映隐含在数据中的一般趋势及粗略的规律"另一种形式
是计算若干特征数字!如样本均值和方差分别反映了样本内各数
值的平均水平及差异程度"这种特征数字在数理统计中称为统计
量!其研究有重要的理论和实际意义!所得到的结果可用于指导数
据的整理和统计推断方法的选择"统计推断是根据总体模型以及
由总体中抽出的样本!做出有关总体分布的某种论断"统计预测的
对象!是随机变量在未来某个时刻所取的值!或设想在某种条件下
对该变量进行观测时将取的值"统计推断与预测相似之处在于$一
是都要依据一定的统计模型和观测数据%二是都要超出已观察的
事物的范围"不同之处在于$统计推断的对象是总体分布的一个方
面!统计预测的对象不仅未知!且是随机的"但预测和推断又不能
截然分开!在许多情况下!为了进行预测!必须先做统计推断"统计
决策是依据所做的统计推断或预测!并考虑到行动的后果而制定
的一种行动方案!目的是使损失尽可能小"

&统计量’样本的已知函数"其作用是把样本中有关总体的信息概
括起来!是数理统计学中一个重要的基本概念"
一个统计问题所研究的对象的全体称为总体或母体!总体中

的每一个基本单位称为个体"一般我们所关心的不是每一个个体
的全部特征!而是它的某一个或几个数量特征"例如!小麦的植株
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高度!粒重"鸡的产蛋量!每天增重量等#这些数量特征一般都是以
随机变量的形式出现#因此对于一个总体的某个数量特征来说$可
以用一个随机变量 %来表示#
按一定方式从总体中抽取的若干个体称为一个样本$它用于

提供总体的信息及由此对总体做统计推断#用样本对总体作推断
时$常利用样本的某个或某些特定的函数$例如样本均值!样本方
差!样本相关系数等#用样本推断总体$常通过统计量来实现#若
样本由 &个个体 %’$%($)$%&所组成$则可把样本记为 %*+%’$
%($)$%&,或简记为%#&称为样本容量#样本%所能取的一切值
的集合称为样本空间#
从总体中抽取样本的过程叫抽样#最常用的抽样方法是简单

随机抽样$按这种方式抽样$总体中的每个个体都有同等的机会被
抽入样本$且每次抽出的个体$在记下其指标后$还要放回总体中
去$以保证在下次抽取时每个个体仍有与第一次抽取时同等的机
会被抽入样本$这样得到的样本称为简单随机样本$简称随机样本
或简单样本#简单随机抽样的具体结果 %’$%($)$%&是一组确定
的值$但它是随每次抽样而改变的$因此每个 %-可看作是描述总
体的随机变量 %的一个观测值$一个随机样本又可记为 %*+%’$
%($)$%&,$其中 %-是相互独立且均与总体同分布的随机变量$故

%是一个 &维的随机向量$它的分布称为样本分布#
统计量只依赖于样本 %’$%($)$%&$它不含总体分布的任何

参数#从样本推断总体通常是通过统计量进行的#常用的统计量

有样本均值 %.*’/0
&

-*’
%-和样本方差 1(* ’

&2’0
&

-*’
+%-3%.,($前者反

映总体中心位置的信息$后者反映总体离散情况#其它常用的统计

量如样本标准差1* 14($样本变异系数等#若+%-$5-,+-*’$($)$
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!"是从二维总体#$%&"中抽取的随机样本%则样本协方差 ’$&(

)
*+),

!

-()
#$-.$/.&/"和样本相关系数

&(
,
!

-()
#$-.$/"#&-.&/"

,
!

-()
#$-.$/"0,

!

-()
#&-.&/"1 20

)30

也是常用的统计量%4可用于推断 $和 &的相关性5
统计量的分布叫抽样分布5它与样本分布不同%样本分布是指

样本 $)%$0%6%$!的联合分布5统计量的性质以及使用某一统计
量作推断的优良性%取决于其分布%所以抽样分布的研究是数理统
计中的重要课题5对一维正态总体%有三个重要的抽样分布%即 7
分布89分布和 :0分布5
一个统计量若服从某分布%常以该分布的名字命名该统计量%

如 7统计量89统计量8:0统计量等5
多元正态总体的重要抽样分布维夏特有分布和霍特林的 ;0

分布等5

<参数估计=统计推断的基本问题之一5从总体抽得的样本估计总
体分布中包含的未知参数5有两种类型>要求构造一个统计量作为
参数的一个估计量的点估计?在一定的置信度之下用区间给出参
数的一个取值范围的区间估计5

<点估计=参数估计的一种方法5其目的是根据样本 $(#$)%$0%
6%$!"估计总体分布所含的未知参数 @或 @的函数 A#@"5一般 @
或 A#@"是总体分布的某个特征值%如数学期望8方差8相关系数等5
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点估计就是要构造一个只依赖于样本!的量"#$!%&作为"$’%的估
计值("#$!%称为 "$’%的估计量(
构造点估计的一种重要而普遍的方法是最大似然估计法&由

英国统计学家费希尔于 )*)+年提出(设样本 !,$!)&!+&-&!.%
的分布密度为 /$!&’%&若固定 !而将 /看作 ’的函数&称为似然
函数&当 !是简单随机样本时&密度为 0$!)&’%0$!+&’%-0$!.&
’%&其中0$!&’%是总体分布的密度函数(若得到样本值!&就可确
定’#$!%&使/$!&’#$!%%,123

’
/$!&’%&然后用"#$!%,"$’#$!%%估计

"$’%&此即为"$’%的最大似然估计(不难证明&估计正态分布4$5&

6+%中的参数 5和 6+&其估计量 !7和 6#+,8
.

9,)
$!9:!7%+;<就是 5和

6+的最大似然估计(

=区间估计>参数估计的一种方法(其目的是根据从总体中抽取的
样本及一定的精确度和正确度的要求&构造出适当的区间&以作为
总体的分布参数的真值所在范围的估计(例如&估计某种皮棉的单
行平均产量在 ?@AB?@CDE之间F估计某种雄鼠在 G射线照射前
后体重减少在 A@HB)@IDE之间等(
在数理统计学中&待估计的未知量是总体分布的参数 ’或 ’

的函数"$’%(区间估计可一般地表示为J要求构造一个仅依赖于样
本 !,$!)&!+&-&!.%的适当的区间KL$!%&M$!%N&若得到了样
本 !的观测值 !&就把区间KL$!%&M$!%N作为 ’或"$’%的估计(
由于样本 !是随机抽取的&区间KL$!%&M$!%N是否真包含待估
计的 ’&取决于所抽的样本 !(因此&区间KL$!%&M$!%N只能以一
定的概率 O$’%,P’$L$!%Q’QM$!%%包括未知的 ’(对于不同的

’&O$’%之值可以不同&O$’%对不同的 ’取的最小值 ):R$ASRS)%
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称为区间!"#$%&’#$%(的置信系数&!"#$%&’#$%(称为 )的一
个置信区间*求置信区间的一种常用方法是利用已知的抽样分布*

+假设检验,又称统计假设检验*一种基本的统计推断&是数理统计
学的一个重要分支*-假设.是指关于总体分布的一个命题*假设
是否正确&要对从总体中抽取的样本进行检验&与此有关的理论和
方法构成假设检验的内容*
设"是关于总体分布的一个命题&所有使命题"成立的总体

分布构成一个集合/0&称为原假设#或称假设1零假设%*使命题不
成立的所有总体分布构成另一个集合/2&称为备择假设*若/0可
用通过有限个实参数来描述&则称为参数假设&否则称为非参数假
设*如果/0#或/2%只包含一个分布&则称原假设#或备择假设%为
简单假设&否则为复合假设*对一个假设 /0进行检验&即要制定
一个规则&使得有了样本后&根据这规则可以决定是接受它#承认
命题 "正确%&还是拒绝它#否认命题 "正确%*拒绝 /0的集合称
为检验的拒绝域*选定一个检验法&就是选定一个拒绝域&故常把
检验法本身与拒绝域等同起来*
有时根据一定的理论或经验&认为某一假设 /0成立*如通常

认为指定的一群人的身高服从正态分布*当得到样本后&可以考虑
实际数据与理论假设 /0间的偏离&如果偏离达到了-显著.的程
度就拒绝 /0&这种检验法称为显著性检验*如何规定什么时候偏
离达到显著程度&通常是指定一个很小的正数 3#40506&或

0502%&使当 /0正确时&它被拒绝的概率不超过 3&3称为显著性水
平*
在检验一个假设 /0时可能犯两类错误7第一类错误是真实

情况为 /0成立&但判定 /0不成立&犯了-以真为假.的错误8第二
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类错误是真实情况为 !"不成立#但判定 !"成立#犯了$以假为
真%的错误&
常用的重要检验有’
()*+检验&若总体服从正态分布,(-#./*#其中.已知#01

(0)#0/#2#03*是从总体中抽取的随机样本#记0415
3

61)
0678#则+

91 3(04:-*7.服从标准正态分布,("#)*#故可考虑对 -的以下
几种假设检验&其中 -"是给定的常数#;为检验的显著性水平#<;
为标准正态分布的上 ;分位数&这些检验称为 +检验&

原假设 !" 拒绝域

-=-" 04>-"?<;.97 3

->-" 04=-":<;.97 3

-1-" @04:-"@><;7/.97 3

(/*A检验&若总体服从正态分布,(-#./*#但 .未知#记041

5
3

61)
0673#B/1 5

3

61)
(06:04*C D/ 7(3:)*#则 A 91 3(04:-*7B服从自

由度为 3:)的 A分布#对 -有以下几种水平为 ;的假设检验&其
中 A;为自由度为3:)的A分布的上;分位数&这些检验称为A检
验&

原假设 !" 拒绝域

-=-" 04>-"?A;B 97 3

->-" 04=-":A;B 97 3

-1-" @04:-"@>A;7/B 97 3
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!"#$检验%若&’!&()&*)+)&,(#及-’!-()-*)+)-,*#分

别来自正态总体 .!/()0*(#及 .!/*)0**#的随机样本)记 &1’2
,

3’(
&34

,()-1 ’ 5
,*

3’(
-34,)6*( ’ 2

,(

3’(
!&37&1#8 9* 4!,( 7 (#)6** ’

2
,

3’(
!-37-1#8 9* 4!,*7(#)则 $’6

*
(40*(
6**40**
服从自由度为!,(7(),*7(#

的 $分布%比较0*(与0**的假设有以下的水平为:的假设检验%其
中 $:为自由度为!,(7(),*7(#的 $分布的上 :分位数%这些检
验称为 $检验)它在方差分析中有大量的应用%

原假设 ;< 拒绝域

0*(=0** 6*(46**>$:

0*(>0** 6**46**=$(7:

0*(’0**
6*(46**>$:4*或

6*(46**=$(7:4*

!?#@*检验%是考虑试验数据与理论之间拟合程度的一个重
要的拟合优度检验%设原假设 ;<是A总体分布等于某个已知的分
布函数 $!&#B%把!7C)DC#分为若干个两两无公共点的区间

E()E*)+)EF对任一区间 EG’!HG)HGD(#)以 IG记大小为 ,的样本 &()
&*)+)&,中落在EG内的个数)称为区间EG的观测频数%对EG!G’()

*)+)F#求出其理论频数 /G’,J$!HGD(#7$!HG#K)算出由 @*’2
F

G’(

!IG7/G#*4/G定义的 @*的统计量)则若 $!HGD(#7$!HG#L<对 G’()
*)+)F)则当 ,MC时)@*的极限分布是自由度为 F7(的 @*分
布%于是在样本 ,充分大时)从 @*分布表可查得 @*分布的上 :分
位数@*:!F7(#%由此即得显著性检验水平为:的拒绝域N@*L@:!F
7(#O%如果原假设 ;<为总体服从一族分布)也可得到类似结果)
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这只要在计算理论频数 !"时#将所包含的未知参数用适当的点估

计代替#即可计算 $%统计量&但此时极限分布的自由度为 ’()(
*#其中 )为独立参数的个数&

+,-列联表中的独立性检验&观测数据按两个或多个属性+定
性变量-分类时所列出的频数表称为列联表&例如#有人统计了小
家鼠到两种诱捕器+以同样的食物为诱饵-去的频数&一号诱捕器
沾了以往小家鼠的尿#二号是清洁的#结果得到两行两列的列联
表#或称 %.%表或四格列联表&

结 果 一号 二号 行和 /01
进 入
诱捕器 *23 43 %*3
不进入
诱捕器 53 %43 663

列和 /7" %83 %93 ,43

一般#若总体中的个体可按两个属性 :与 ;分类#:有 <个
等级 :*#:%#=#:<#;有 >个等级 ;*#;%#=#;>#从总体中抽取大

小为 /的样本#设其中有 /0"个属于等级 :0和 ;"#/0"称为频数#将 <

.>个 /0"+0?*#%#=#<@"?*#%#=#>-排列为一个 <行 >列的二维
列联表#简称<.>列联表&若所考虑的属性多于两个#也可按类似
的方式作出列联表#称为多维列联表&列联表分析在应用统计#特
别是在医学A生物学A社会科学中有重要应用&

:
;

;* ;% =;>
行和

:* /** /*% = /*> /*1
:% /%* /%% = /%> /%1
B B B B B
:< /<* /<% = /<> /<1
列和 /1* /1% = /1> /
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!"#非参数统计检验$在一个统计问题中%其总体分布不能用有限
个实参数来刻划%只能对它做一些分布连续&有密度等一般性的假
定%则称为非参数统计问题$秩检验是一类重要的非参数统计方
法$设有随机样本’(%’)%*%’+%把它们从小到大排列%若’,在这
个次序中占第 -,个位置!最小的占第一个位置#%则称 ’,的秩为

-,!,.(%)%*%+#$对两样本的秩检验%设’(%’)%*%’/和0(%0)%
*%0+分别是从分布为 1!’#和 1!’23#的总体中抽出的样本%1
是连续但未知%3也未知%检验假设 4563.5$记 0,在混合样本

!’(%’)%*%’/%0(%0)%*%0+#中的秩为 -,%且 7.8
+

,.(
-,为诸秩

的和$当 79:时%否定假设 45%这里 :决定于检验的水平$
非参数统计问题中对总体分布的假定要求的条件很宽%因而

针对这类问题而构造的非参数方法%不致因为对总体分布的假定
不当而导致重大错误%它往往有较好的稳健性$但因为该方法需要
照顾很广的分布%在某些情况下会导致其效率的降低$

!;#相关系数检验$若!’,%0,#!,.(%)%*%<#是从二维总体

!’%0#中抽取的随机样本%记样本相关系数

=.8
+

,.(
!’,2’>#!0,20>#

?@8
+

,.(
!’,2’>#)8

+

,.(
!0,20>#)A(?)%

其中’>.8
+

,.(
’,?+%0>.8

+

,.(
0,?+$检验’与0是否相关的假设456

B’0.5%用 =估计 B’0%查 =值表的上 C分位数 =C!+2)#%由此即得
显著性水平为 C的拒绝域D=9=C!+2)#E$

F方差分析G在生产和试验中%常常需要分析影响产品质量和产量
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的诸多因素中哪些起重要作用!并找出它们的最优状态或数值!以
便获得最佳生产或试验条件"例如!欲比较四种水稻品种"比较的
指标是单位产量!假定每种品种的水稻都种了几公顷!每公顷的产
量分别为 #$%!&!#$’!$(%!)!*!+!现在要通过分析这些数据来判断
这四种水稻品种有无差异!若有!哪一种好,在数理统计学中!研究
如有效地分析这类数据的统计理论和方法!称为方差分析"
记

#-$(%’.
’

/(%
#$/! #-( %+’.

+

$(%
.
’

/(%
#$/

它们分别为第 $种水稻的平均单产量和四种水稻的平均单产量"
而

001(.
+

$(%
.
’

/(%
2#$/3#-4)

是水稻产量的总变差平方和!它度量了全部数据 #$%!&#$’!$(%!)!
*!+的散布程度"这散布来自两个原因5一个是四种水稻品种本身
的差异6二是各种各样的随机误差的影响!如果四种水稻品种的差
异愈大!由它们所引起的散布度就愈大"反过来!若四种水稻品种
无差异!相应的散布度就等于零!这时 001全部由随机误差而来!
因此!我们可以把总变差平方和 001按其来源分解成两部分

001(00品种700误差!
其中

00品种(.
+

$(%
.
’

/(%
2#-$3#-4)

(’.
+

$(%
2#-$3#-4)!

00误差(.
+

$(%
.
’

/(%
2#-$/3#-$4)!
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它们分别是由品种差异和随机误差所引起的变差平方和!比值

""品种""误差愈大#我们就愈有理由判断四种水稻品种有差异!否则
就认为这四种水稻无差异!至于这个比值多大#就认为有显著差
异#这就需要进行显著性检验!在判定了它们之间有差异之后#我
们还关心哪种品种好#好到什么程度#这就需要用多重比较方法#
这些就构成了方差分析的内容!
在上面的讨论中#我们所关心的因素只有水稻品种一个#所以

分析这种数据的统计方法叫做单因素方差分析#如果我们要研究
的除了四种水稻品种之外#还有三种化学肥料#目的是找出肥料与
稻种的最佳搭配#那么就包含了稻种和肥料两个因素#相应的分析
方法叫做两因素方差分析!很自然#如果我们处理多个因素的问题
就需要多因素方差分析#基本原理是一样的!在多因素方差分析
中#我们把总变差平方和 ""$按其来源分解成

""$%""&’(’"")’""误差#
这里 ""&#("")分别表示由因素 &#(#因素 )所引起的变差平方
和#我们根据比值""*+""误差的大小做显著性检验#来判断第*个因
素是否重要!然而#对一组具体数据能否做上述分解#如何分解#这
取决于试验的设计!因此方差分析跟数理统计的另一个分支,,
试验设计有着密切的关系!

-试验设计.又称实验设计!数理统计学的一个分支#研究如何制定
试验方案#以提高试验效率#缩小随机误差的影响#并使试验结果
能有效地进行统计分析的理论与方法!其基本思想是减少偶然性
因素的影响#使试验数据有一个合适的数学模型#以便使用方差分
析方法对数据进行分析!试验设计应遵循三个原则/随机化0局部
控制和重复!随机化的目的是使试验结果尽量避免受到主客观系
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统性因素的影响而呈现偏倚性!局部控制是用划分区组的方法"使
区组内部条件尽可能一致!重复是为了降低随机误差的影响"以保
证结果的重现性#
析因设计是将全部因素的水平组合起来做试验"使得既能估

计各个因素的主效应"又能估计因素之间的交互作用的一种试验
设计法#主效应"指同一因素各水平之间的差异!交互作用指一个
因素的效应因另一个因素的水平变化而起的变化#主效应和交互
作用统称效应#析因设计在农业试验$工业试验$心理试验及其它
科学技术试验中得到了大量的应用#
正交试验是一种试验次数少而代表性大$提供的信息丰富$反

映情况全面的一种试验设计法#这里给出一个正交表%&’()*"表示
有 &行 *列"每行都包含 (个水平"它可以用来安排 (水平 *因素
的试验#按正交表安排并进行分析的试验称为正交试验#正交表
有性质+一是任一列的每个水平出现的次数相同!二是任意两列的
各种不同水平组合出现的次数相同#在应用中"当把因素对应于正
交表各列时"各行则表示应做试验的水平组合#由上述二性质"任
一因素的效应可不受其他因素干扰#

,回归分析-在现实世界中存在着两种变量依赖关系#一种是由自
变量的值能够完全准确地确定因变量的值"这种关系称为确定型
关系#例如"圆的面积.依赖于其半径/"由半径/可通过函数.0
1/2完全确定面积 .的值#另一种依赖关系情况则不同"虽然因变
量依赖于自变量的值"但它们的关系尚没有密切到由自变量可以
完全确定因变量的程度#例如"众所周知"人的身高与其体重有一
定关系"表现在高个人的体重一般比较重#但知道身高并不能严格
标出其体重#这种变量具有某种程度的不确定性"称为非确定型关
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系或相关关系!这种关系大量地存在于客观世界的各类问题之中"
在数理统计学中"研究如何有效地通过大量观测或试验数据建立
描述这种相关关系的理论和方法"通称为回归分析"它是数理统计
学中应用最广泛的分支之一!
用#和$分别记我们所研究的因变量和自变量!如果它们之

间存在一定的相关关系"那么在很多情况下"我们可以用下面的简
单数学形式来近似地刻画

#%&’($’)"
称之为理论回归方程!其中 )是随机误差"它代表了 #依赖于 $
的不确定部分"而主要的确定部分是由 &’($来描述"这里 &和 (
是未知参数"需要通过数据来估计!最常用的估计方法叫做最小二
乘法!假定我们对自变量 $和因变量 #有一些观测或试验结果*
+$,"-,."+$/"-/."0"+$1"-1."它们自然满足关系式

-2%&’(&2’)2" 2%,"/"0"13
所谓最小二乘法就是选择 &和 ("使得误差平方和!

4
1

2%,
)/2%4

1

2%,
+-25&5($2./

达到最小"应用微积分知识"对上式关于 &和 (求偏导数"并令其
等于零"得到关于 &和 (的一组线性代数方程!解这个方程得到 &
和 (的最小二乘估计分别为

$6%-75(6$8"

(6%
4
1

2%,
$2-251$8-

4
1

2%,
+$25.

/

"

其中
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!"#$%&
%

’#$
!’( )*#$%&

%

’#$
)’

这样我们就得到经验回归方程

+,#-./0.!1
之所以称为经验回归方程(是因为它是通过一组观测数据而得到
的2至于这个经验回归方程是否能够真正刻画 +与 !的关系(一
方面我们可以从数理统计学的角度做一些假设检验(另一方面(也
是更主要的(应该通过实践去检验2如果检验的回答是肯定的(那
么我们就认为上述经验回归方程确实描述了两变量之间的相关关

系2据此可分析 +对 !的依赖强度(例如 !每增加一个单位(平
均说来(相应的+增加0.个单位2还可以通过!值来预报+的值2
例如(当 !#!3时(对应地 +平均说来取值应为 !./0.!3等等2
在实际问题中(可能自变量不止一个2假定有 4个(分别记为

!$(!5(6(!4(那么在很多情况下(他们之间的相关关系可近似地
描述为

+#03/0$!$/6/04!4/71
和单个自变量的情形一样(7是误差部分(有了实际数据应用最小
二乘法(我们可以求到未知参数 03(0$(6(04的最小二乘估计 0.3(
0$(6(04和经验回归方程

+,#0.3/0.$!$/6/0.4!41
在前面的讨论中我们都假定因变量 +和诸自变量之间关系

的主要部分是线性关系(回归分析中相应的理论和方法称为线性
回归分析2很明显(在一些情况下(变量之间的关系需要用非线性
函数来描述(这就导致了非线性回归分析2

8多元统计分析9简称多元分析2当总体的分布是多元概率分布时(
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处理该总体的数理统计理论和方法!数理统计学中一个有重要应
用价值的一个分支学科!
多元分析发展初期"主要讨论把一元正态总体的统计理论和

方法推广到多元正态总体!多元正态总体的分布由两组参数"即数
学期望#和协方差矩阵$所决定"记为%&’#"$(!设)*")+",")-
为来自 %&’#"$(的样本"则 #和 $的无偏估计分别是

#./)0/1
-

2/*
)23-和1

4

/5/

61
-

2/*
’)27)0(’)27)0(893’-7*("分别称为样本均值向量和样本

协方差阵"它们是在各种多元分析中常用的统计量!另一个常用的

统计量是样本相关矩阵 :"其元素 ;2</=2<3 =22=> <<"其中 =2<为样本协

方差阵 5的元素!5的分布是维夏特分布"是一元统计中 ?+分布
的推广!另一问题是假定二个多元正态分布协方差阵相同"检验其
均值向量是否相等!设样本 )*")+",")-抽自 %&’#*"$("@*"@+"
,"@A抽自 %&’#+"$("检验假设 BCD#*/#+!其统计量为

E+/ -A
-FA’)

07@0(81
4 7*

’)07@0(8"其中 )0/1
-

2/*
)23-"@0/1

A

</*
@<3

A"$
4
/ 1

-

2/*
’)27)0(’)27)0(8F1

A

</*
’@<6 7

@0(’@<7@0 9(83’-FA7+("E+的分布称为 E+分布"它是一元统
计中 G分布的推广!
多元分析有狭义与广义之分!当假定总体分布是多元正态分

布时称为狭义的"否则称为广义的!
多元分析的主要研究内容有D化简数据结构"考虑是否能用简

单的方法来表示较复杂的样本或指标"如降低指标的维数H将相关

I*J* 思 想 与 学 术



变量组变换为独立变量组等!对具有多元数据的样本或指标进行
分类!分析一个变量或几个变量对其它变量的依赖关系"二组变量
间的相互依赖关系等!各种统计假设的建立和检验!各种多元统计
方法的计算和研究#
按多元分析所处理的实际问题的性质分类$重要的有以下几

种%
&’(聚类分析#是研究物以类聚的一种方法#其作用是建立一

种分类方法$将一批样本或变量按照它们在性质上的紧密程度进
行分类#一般有两种方法%一是把每个样本看成是)维&变量个数
为)个(空间的一个点$在)维坐标系中$定义点与点之间的某种
距离!另一种是用某种相似系数来描述变量或样本点间的紧密程
度#当确定了样本或变量间的距离或相似系数后$就要对其分类#
方法很多$有系统聚类法"动态聚类法"分解法"模糊聚类法等#系
统聚类法是应用最广泛的一种方法#

&*(多元回归分析#见+回归分析,#
&-(判别分析#是利用若干个变量的一个或几个线性或非线性

组合$将待判样本的多变量观测值划分为几个已知类之一的一种
方法#按判别的组数来分$有两组判别分析和多组判别分析!按区
分不同类所用的数学模型来分$有线性判别和非线性判别!按判别
对所处理的变量不同有逐步判别"序贯判别等!有不同的判别准
则$如费希尔准则和贝叶斯准则等#应用判别分析必须以事先存在
几类为前提$而应用聚类分析则不必事先确定类的个数#

&.(主成分分析#又称主分量分析$是把原来多个变量化为少
数几个相互独立的综合变量的一种常用的方法#设 /0&/’$/*$
1$/2(3是2维向量$它的第4个主成分54064’/’764*/*717642
/2&40’$*$1$2$6*4’76*4*7176*420’$即 8380’($记 540634/$
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满足!"#是一切形如 "$%&’中方差达到最大者(")是一切形如

"$%&’中与 "#*"+*,*")-#.)$+*/*,*01都不相关且方差达
到最大者2

.31因子分析2又称因素分析*是研究相关矩阵的内部依赖结
构*用少数不可观测的公共因子的线性函数以及特定因子来描述
总体*以分析总体与若干公因子之间的关系2即在互为关联的许多
因子中*找出能反映它们内在联系和起主导作用的4数目较少的公
因子2根据这些公因子进行研究*既无损于多个因子所反映的信
息*又便于对原变量进行分类和解释2因子分析是主成分分析的推
广*也是降维方法之一2

.51典型相关分析2又称典范相关分析*两组随机向量之间相
关关系的分析方法*而主成分分析和因子分析只涉及到一组变量
的相互依赖关系2在两组变量中*分别选取若干有代表性的变量组
成有代表性的综合指标*通过研究这两组综合指标之间的相关关
系*来代替这两组变量间的相关关系*这些综合指标称为典型变
量2

.61对应分析2又称相应分析2在因子分析中*如果研究的对
象是变量*则采用 7型因子分析(如果研究的对象是样本*则采用

8型因子分析2这两种分析通常是对立的概念*分别进行处理2对
应分析是对非负值变量的样本资料阵做适当的处理后*将 7型与

8型因子分析相结合的公共因子分析方法2其结果把变量和样本
同时反映在一个因子平面上*从而可以进行分类和解释*且主要提
供以下信息!样本间的关系!邻近的样本点具有相似性质*属于同
一类(变量间的关系!在以因子轴为坐标轴的图形上*相邻近的一
些变量点表示这些变量相关性密切(变量与样本间的关系!同一类
型的样本点将为邻近的变量所表征2
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随 机 过 程

!随机过程"依赖于某种参量的一族随机变量#最开始研究的是依
赖于时间参量的一族随机变量#这时$随机过程描述的是随机变量
或随机现象随着时间推移而演变的过程#例如$某国每年人口的增
长数$它是一个随机变量$而且随着年限的变化而发生变化$因此$
需用一族随机变量来描述#若用随机变量%&表示第&年人口的增
长数$于是可用依赖于时间的一族随机变量’%&$&()*$其中 )+
’,$-$.*$来描述人口增长随时间演变的过程#又如$某售票处在
售票时间的每个时刻等待购票的人数$它也是随机变量$若用随机
变量%/01表示在0时刻等待购票的人数$那么$依赖于时间0的一
族随机变量’%/01$0()*$其中 )表示售票时间的时间间隔$便描
述了售票处等待购票人数随时间的演变过程#再如$一年内温度随
时间的变化过程类似地可用一族随机变量’%/01$0()*来描述$
其中 %/01表示 0时刻的温度$)表示一年的时间间隔#上述的每
一族随机变量都是一个随机过程#
随机过程的起源是和物理中噪声和波动的研究密切联系着

的$因为随机过程给这种研究提供了数学模型#现在$随机过程不
仅在物理学中$而且在工程技术2医学2生物学2经济学等等许多领
域中出现#随机过程也随着其它学科的发展而不断地丰富和完善#
设/3$4$51为概率空间$如果对每个 0()$有定义在/3$4$

51上的随机变量 %/01+%/0$61/%/01亦可记为 %01与之对应$则
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称随机变量族 !"#!$%&’%()*为定义在$+’,’-&上的随机过
程’简称过程’其中 )称为参量集.通常 )为实数集 /"$01’
1&的子集.特别’当)为自然数集时’称#!2’234*为随机序列.)
也可以是 5维欧几里得空间 /5$5为大于 4的正整数&的子集’这
时称#!$%&’%()*为多指标随机过程.)还可以是更一般的集合’
如 )可为 /中的集合类或某种抽象空间’等等.
过程 !"#!$%&’%()*可看作两个变元$%’6&$%(7’6(+&的

函数

!$%’6&.当 %固定时’它是一个随机变量’即 +上的函数’记为 !
$%’8&或

!$%&9当 6固定时’它是 )上的函数’记为 !$8’6&’称此函数为
随机过程关于 6的轨道或样本函数’它表示随机过程的一个可能
的观察结果.
如果在过程 !"#!$%&’%()*中’对每个 %’!$%&都是 5$大于

4的正整数&维随机向量’则称 !为 5维向量过程.
过程中的随机变量 !$%&取值的空间称为状态空间或相空间’

!$%&所取的值称为过程在 %时刻所处的状态.通常状态空间为一
维或 5维欧氏空间’也可为抽象的可测空间.
随机过程的基本概念有:
$4&有穷维分布族.刻划过程的一族随机变量取值的概率分布

规律.过程的一族随机变量有无穷多个’对一切 234’从中任取 2
个’这2个随机变量有$联合&分布函数’这样的分布函数全体称为
过程的有穷维分布族’具体地说’设 !"#!$%&’%()*是一随机过
程’从 )中任取 2$234&个 %4’%;’<’%2’对应的随机变量 !$%4&’
!$%;&’<’!$%2&的$联合&分布函数为

,%4’%;’<’%2",%4’%;’<’%2$!4’!;’<’!2&"=$!$%4&>!4’!$%;&>
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!"#!$%&’(!&’)称*+%,#%"#-#%&#&.,#%/01#,(/(&2为过程 !的有
穷维分布族)它满足下面相容性条件3

$,’对$,#"#-#&’的任一排列$/,#/"#-#/&’#
+%,#%"#-#%&$!,#!"#-#!&’4+%,#%"#-#%&$!/,#!/"#-#!/&’5

$"’若 67&#则

+%,#%"#-#%6$!,#!"#-#!6’

4 89:
!%6;,<=#-#!%&<=

+%,#%"#-#%&$!,#!"#-#!&’)

反之#由柯尔莫哥洛夫定理3设已给 1上的一族分布函数 +4
*+%,#%"#-#%&#&.,#%/01#,(/(&2#如果它满足上面相容性条件#则
必存在定义在某概率空间$>#+#?’上的过程 !#使 !的有穷维分
布族重合于 +)

$"’期望函数和协方差函数)设过程 !4*!$%’#%012#如果
对一切 %#随机变量 !$%’的期望存在#则称函数 6$%’4@!$%’#%0
1#为!的期望函数或均值函数)如果对一切A#%01#随机变量!
$BC’和 !$%’的协方差存在#则称函数 D$A#%’4@E!$A’F
@!$A’GE!$%’F@!$%’G#对一切 A#%01#为 !的协方差函数)

$H’过程随机连续)设过程!4*!$%’#%012#如果对任一%I0

1#当 %趋于 %I时#!$%’依概率收敛于 !$%I’#即 !$%’JJ
K<!$%I’$%

<%I’)
$L’两过程等价)设 !4

*!$%’#%012和 M4*M$%’#%012是定义在$>#+#?’上的两个过
程#如果对任何 %01#K$!$%’4M$%’’4,#则称 !与 M等价#这
时#它们有相同的有穷维分布族)

$N’停时)在一个随机过程中#某种现象发生的时间)这个时
间是随机的#故为一个取值于时间参量集合 1的随机变量)仃时
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有严格的数学定义!停时是过程发展进程中引进的一个非常重要
的概念"它的出现大大促进了过程的纵深发展!
根据一族随机变量之间的不同关系"出现了许多各具特色的

随机过程"最重要的有以下几种#
$%&马尔科夫过程!具有下述特性的随机过程#在已知过程现

在所处状态的条件下"它将来处于什么状态不依赖于它过去曾经
处于过什么状态!这种在已知’现在(的条件下"’将来(与’过去(独
立的特性称为马尔科夫性或无后效性!

$)&离散时间马尔科夫链!参量集是离散的时间集"状态空间
也是离散集的马尔科夫过程!通常表示为*+,",-./",为非负整
数"状态空间 01*."%"2"3/或 01*."%")"2/或 01*24)"
4%"."%")"2/!’+,15(表示过程在时刻,处于状态5!这时马尔
科夫性表示为#对任意的 .6,%7,)727,578",9.":%":)"2"
:5":";<0"有 =$+,>81;?+,%1:%"+,)1:)"2"+,51:5"+81:&1=
$+,>81;?+81:&$@&只要其中条件概率有意义!如果$@&式与8
无关"则称它为齐次的马尔科夫链!称 A:;1
=$+8>%1;?+81:&为一步转移概率"即过程在时刻 8时处于状态

:"经过一步$即下一时刻&过程转移到状态 ;的概率"对一切 :";<
0"全体 A:;可表为矩阵

=$%&1

A.. A.% 2 A., 2
A%. A%% 2 A%, 2
A,. A,% 2 A,,

B

C

D

E

2
222222

简记 =$%&1FA:;G"称为链的一步转移概率矩阵!
对齐次马尔科夫链"从状态 :出发"经 ,步转移到状态 ;的概

率称为 ,步转移概率"记为 A$,&:; "它必然是从 :出发"先经过 H$7,
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的整数!步转移到到某个状态 "#然后再从状态 "出发$与过去无
关!经 %$&’%()!步再转移到状态 *#用以式表述如下+

,$)!-* (.
"/0

1$&!-"1$%!"*#

此式称为柯尔莫哥洛夫2查普曼方程3由它可得)步转移概率
矩阵 ,$)!(41$)!-* 5(4,$6!5)3再有称 ,$78(-!#-/0为链的初始分
布#由它和)96步转移概率可完全确定过程的有穷维分布族#因
此一步转移概率矩阵在研究齐次马尔科夫链中起重要的作用3
对于马尔科夫链#需对其状态的特性进行研究3如果由状态 -

出发#经有限步转移一定能返回状态-#则称-为常返态3否则称为
瞬时态#如果链的一个状态集合 :#一旦过程到达 :中某一状态#
它将永远在 :中转移#则称 :为链的闭集#对闭集 :#如果从 :中
任一状态出发#经有限步转移#均可到达 :中其他任一状态#则称

:为不可约闭集3可以证明#链的状态空间可分解为由一切瞬时态
组成的集合 08和若干个由常返态组成的不可约闭集 0;的$3这

样#在链的转移中#它或者总在 08中转移或者转移到某个常返类

0;中#只要它一旦转移到某 0;中#它将永远在 0;中转移3

$<!连续时间马尔科夫链3时间参量为连续的#状态空间为离
散的马尔科夫过程#记为=7>#>98?3这时马尔科夫性表示为+对一

切 8@>6A>BACA>"A%#>D8#-6#-B#C#-"#-#*/0#有 ,$7%’>(*E

7>F(-F#6@F@"#7%(-!(,$7%’>(*E7%(-!3
若这式与 %无关#则称链为齐次的3
对齐次连续参数马尔科夫链#称 1-*$>!(,$7%’>(*E7%(-!为

转移概率3称矩阵,$>!(41-*$>!5为链的转移矩阵3,$>!满足条件+

$6!1-*$>!98#$B!.
*/0
1-*$>!(6G$<!柯尔莫哥洛夫2查普曼方程 1-*$%
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!"#$%
&’(
)*&+,#-)&.+"#/,/"012通常还假定3+4#标准性567

"81
)*.+"#

$)*.+1#$9*./其中 9**$:/9*.$1+*;.#2
研究连续时间马尔科夫链/常常用到矩阵 <$=>*.?$=)@*.

+1#?/其中)@*.+1#表)*.+"#在"$1处的右导数2)@*.+1#存在/当*;

.时/)@*.+1#非负有穷/但 )@**+1#可能为无穷2称 <为链的密度矩
阵/又称 <矩阵2

+4#一般马尔科夫过程2时间参量集为连续的/状态空间为一
可测空间+(/A#的马尔科夫过程/记为BC"/

"D1E2这时/马尔科夫性需用条件概率来表述2马尔科夫过程的许
多性质可通过转移函数 )+,/C/"/F#的研究来得到/转移函数 )
+,/C/"/F#是一个四元函数+1G,H"/C’(/F’A#/它表示过程
在时刻,处于状态C/到时刻"时转移到状态集F中的概率2如果
它只依赖于"I,/C和F/则称过程为齐次的/这时/转移函数写成

)+"/C/F#/它表过程从状态 C出发/经过时间 "转移到状态集 F
中的概率2

+J#强马尔科夫过程2具有强马尔科夫性的随机过程2通常马
尔科夫性中的K现在L是指某个固定时刻/如果把K现在L换成停时

+这是一随机时间#/在已知K现在L的条件下/K将来L与K过去L仍独
立/这种特性称为强马尔科夫性2若过程具有强马尔科夫性则一定
具有通常的马尔科夫性2

M平稳过程N某种统计特性在推移任意一段时间后仍不发生变化的
随机过程2这种过程随时间变化的情况不仅与当时所处的状态有
关/还与过去的情况有着不可忽视的联系/越相近/联系越紧密2例
如/一台稳定工作的纺纱机纺出的纱的截面积大小/它是一个随时
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间变化的随机过程!由于纺纱机稳定工作!可以认为随时间推移!
其统计特性不会发生变化!故是一平稳过程"由于纱是一束纤维组
成的!因此!前面纺出的纱的截面积大小必然会影响后面的状况!
而且当时间相距越近!影响就越显著"
设随机过程#$%#&’(!’)*+!其中*为整数或实数全体"如

果对任意自然数 ,及任意 ’-.’/.0.’,!1)*!随机向量&#&’-(!
#&’/(!0!#&’,((推移任意一段时间 2后!其统计特性3概率分布
不变!即&#&’-41(!#&’/41(!0!#&’,41((与&#&’-(!#&’/(!0!
#&’,((的联合分布函数相同!则称 #为严平稳过程或狭义平稳过
程"如果对一 ’!56#&’(6/.7!而且 #的期望函数为常数!即 5#
&’($89#的协方差函数推移任意一段 :时间不变!即5&#&’4:(
;8(&#&:(;8($<&’(&与 :无关(!则称 #为宽平稳过程或广义
平稳过程"它是#的统计特性33均值函数和协方差函数推移任
意一段时间不变"对于一严平稳过程#$%#&’(!’)*+!只要对一
切 ’!二阶矩 5=#&’(>/有穷!它一定是宽平稳过程"
将傅里叶分析方法用于宽平稳过程!可以把过程表成有不相

关随机振幅的简谐波的叠加!这样便能将过程按频率进行谱分解"
因此!这种过程的理论是处理随机信号等问题的重要工具!故在无
线电技术和自动控制等领域中有着广泛的应用"

?泊松过程@随着时间增长!累计随机事件发生次数的一种最基本
的随机过程"例如!随着时间增长!累计某电话交换台收到呼唤的
次数9累计放射物质放射的粒子数!等等!均可用泊松过程来描述"
一般地!从直观上看!只要随机事件在不相交时间区间是独立发生
的!而且在充分小的区间上最多只发生一次!它们的累计次数就可
用泊松过程来描述"从数学上讲!设随机过程#$%#&’(!’AB+&对
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每个 !"#$%&!’表示在时间间隔(#$!)间随机事件累计发生的次
数’$状态空间 *为非负整数值的集合$如果满足以下条件+&,’-
&%&#’’.,/&0’过程在不相交区间上的增量相互独立$即对一切 #
1!,2!0232!4$增量 %&!,’$%&!0’5%&!,’$3$%&!4’5%&!45,’
是 4个相互独立的随机变量/&6’增量%&!’5%&7’&!87’的概率
分布为只依赖于 !57的泊松分布$即分布列为

-&%&!’5%&7’.9’.
(:&!57’)9
9; <5:&!57’$9.#$,$0$3$

其中:8#$则称%为齐次泊松过程=简称泊松过程$其中:称为泊
松过程的强度=因为*%&!’.:!$所以:表示单位时间内随机事件
平均发生的次数=泊松过程不仅是具有独立增量的过程$而且具有
马尔科夫性$故又为连续时间马尔科夫链=此外$泊松过程还有如
下重要特性+&,’泊松过程 %的样本函数几乎都是跃度为 ,的左

&或右’连续的阶梯函数$反之$若一过程的样本函数具有如上性
质$加上它又是随机连续的>具有独立增量的过程$则它必是泊松
过程/&0’设序列?@4$4",A表示随机事件依次发生的时间$令 B4
.@45@45,&4",’$它表示随机事件第45,次发生与第4次发生
的时间间距$于是?B4$4",A为随机事件依次相连两次发生的时间
间距序列$%是强度为 :8#的泊松过程的充要条件是+随机序列

?B4$4",A相互独立同分布$而且分布是参数为 :8#的指数分布$
即 -&B48!’.<5:!$!"#/&6’对任何 4",$@4服从参数为 4$:的伽
玛分布$即 @4的密度函数

C&!’. :4
&45,’D!

45,<5:!$!"#/

&E’固定!$%&!’服从参数为 :!的泊松分布=在已知%&!’.9的条
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件下!"个时刻 #$%#&%’%#"的联合分布!即(#$!#&!’!#)*
的概率分布与 "个在+,!-.上均匀分布且相互独立的随机变量的
次序统计量的分布相同!即设 /$!/&!’!/"都在+,!-.上均匀分
布且相互独立!它的次序统计量为 /($*%/(&*%’%/("*!(#$!#&!
’!#"*与(/($*!/(&*!’!/("**同分布0
齐次泊松过程是最简单的泊松过程!此外还有如下几种1
($*非齐泊松过程0如果齐次泊松过程的强度2换成与-有关

的函数 2(-*!其它条件不变!只是增量的分布列变为1
3(4(-*54(6*7"*

7+8(-*58(6*.
"

"9 :5+8(-*58(6*.!7"7,!$!&!’!其中 8(-*7;
-

,
2(6*

<6!则称 4为非齐次泊松过程!2(-*为其强度0非齐次泊松过程可
通过时间尺度变换变成齐次泊松过程0

(&*复合泊松过程0若=4)!)>$?是一独立同分布的随机变量

序列!47=(4(-*!->,?是一齐次泊松过程!令 @(-*7A
4(-*

)7$
4)!则

称过程=@(-*!->,?为复合泊松过程0
(B*滤过泊松过程0称过程

=@(-*!->,?为滤过泊松过程!如果

@(-*7A
4(-*

)7$
C(-!#)!4)*!其中

47=4(-*!->,?是一齐次泊松过程D=#)!)>$?是过程 4中随机
事件依次发生的时间序列D=4)!)>$?是过程 4中随机事件依次
发生时的量值序列!它们独立同分布DC(-!#!4*是一个三元函
数!通常称为响应函数0
由齐次泊松过程可以构造许多实际中有用的随机过程!因而

它在随机过程中占有特殊的地位!故有人称它为随机过程的基石0
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!布朗运动"又称维纳过程#它描述了轻质的悬浮微粒由于周围弥
散的介质分子$如水%气体分子等&碰撞而产生的随机涨落的无规
则运动#其数学定义如下’设随机过程 ()*($+&,+-./
$($+&表示微粒在 +时刻所处位置在某个轴上的坐标&,状态空间
为.#如果(满足条件’$0&($1&)12$3&具有独立增量,即对任意
的 14+15+0565+7,增量 ($+1&,($+0&8($+1&,6,($+7&8(
$+780&是相互独立的随机变量2$9&对任意 +:1,;<1,增量

($+=;&8($+&为$一维&正态变量,即它的密度函数为

>$;,(&) 0
?3@;

A
8(

3

3;$与 +无关&2

$B&(的一切样本函数为连续函数,则称(为$一维&布朗运动#它
既是马尔科夫过程,又是鞅#
一维布朗运动的所有样本函数尽管处处连续,但是几乎所有

$即以概率 0&的样本函数处处不可微和在任一区间上不是有界变
差函数#
如果上述定义中状态空间 .换成 .C$C为大于 0的整数&,而

且满足上面类似的条件,则称 (为$C维&布朗运动#

!鞅"起源于对D公平E赌博过程作数学描述#若(+表示赌徒在+时
刻拥有的赌金,则随机过程 ()*(+,+-F/,其中 F)*1,0,6/F
)或$1,G&,描述了这个赌徒在赌博中赌金的变化过程#设赌徒在

H时刻拥有赌金 (;和到 ;时刻为止所获得的赌博经验,在此基础
上再往下赌#如果在未来时刻 +,赌徒拥有的赌金平均$或期望&仍
是 (H,即赌徒不会因有前面获得的赌博经验而使后来拥有的赌金
增加或减少,则称它是一种D公平E的赌博#这种D公平E特性用数学
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形式表示为!"#$%&$’(’)*+,$*(等式前面是 $#%+关于-$’(’)
*.的条件期望(-$’(’)*.理解为赌徒到/时刻为止所获得的赌博
经验0
如果随机过程 $,-$%(%12.具有3公平4特性(则称 $为鞅0

如果 $不具备3公平4特性(而满足!"#$%&$’(’)*+)$*或 "#$%&
$’(’)*+5$*(则称满足前者的 $为上鞅6满足后者的 $为下鞅0
它们描述的是3不公平4的赌博0上鞅表示赌徒的赌金平均地看是
减少的(故利于这个赌徒0下鞅则相反0
鞅的基本理论是以鞅的收敛定理和分解定理为核心内容0鞅

的基本定理和方法现已成为研究其它随机过程的有力工具0人们
对局部鞅和半鞅等的研究(推动了随机积分和随机微分方程的发
展0

新兴现代数学

运 筹 学

7运筹学8近代应用数学的一个分支0研究对象极为广泛(主要是把
生产9管理等过程中一些具有普遍性的运筹问题抽象为数学模型(
然后用数学方法加以解决0它包括众多的分支!数学规划6图论9网
络流6排队论6对策论6决策分析6可靠性数学理论6库存论6搜索
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论!摸拟理论等"
数学规划包括线性规划#整数规划#$%&规划#非线性规划#动

态规划#多目标规划#参数规划#组合规划#几何规划和随机规划
等"一般来说’求目标函数()*+,()*&’*-’.*/+在约束条件*,
)*&’*-’.*/+0123/下的极值问题称为数学规划问题’简记为

)4+"但数学规划与古典的极值问题有本质的不同’其目标函数和
约束条件都很复杂’很难用一个简单的公式求解’有效的途径是设
计一种算法’通过迭代求出达到一定精度的数字解"在问题)4+

中’若 ()*+,567*7!1,8*95
/

7,&
:7;*7,<;’;,&’-’.’=!*>$?’

则称为线性规划’记为)@4+"在)@4+中’若*&’*-’.*/全部或部
分只允许取整数’则称整数规划!若它们只能取值 $或 &’则称为 $
A&规划"在问题)4+中’若目标函数或约束中出现非线性关系’则
称非线性规划!若目标函数多于 &个’则称多目标规划!
线性规划是运筹学中较早发展起来的分支’其理论与方法都

比较成熟’应用也最广泛"下面用简例说明它的某些基本概念"
某工厂生产每吨甲种产品需原料 1#B分别为 C吨与 -吨’生

产每吨乙种产品需原料 1#B各为 -吨与 D吨"生产甲#乙两种产
品每吨利润分别为-万元与C万元"又受销售限制’甲种产品生产
不能超过C吨’1#B两种原料供应各不超过&-吨与-$吨’问生产
甲#乙产品各多少吨时’其利润最大E
设生产甲#乙产品分别为 *&和 *-吨’由题意’*&#*-可受的

约束为C*&F-*-G&-’-*&FD*-G-$’*&GC’*&’*->$"目标函数
为(,-*&FC*-"要回答以上问题’只需求目标函在约束条件下的
最大值就行了"
满足约束条件的点称为可行解’可行解的全体所成的集合称

H-C& 思 想 与 学 术



为可行域!如图所示"本例中可行域为五边形 #$%&’围成的区
域!直线 ()*+,-称为目标函数的等值线)图中用虚线表示+"等

值线越往右移"目标函数的值就越大"显然"在顶点 %)./00"
12
00+
处"

目标函数取到在可行域上的最大值!因此"最优解为*0,./00"*.,

12
00"
最大利润为 (,./003.4

12
0031,

056
00)
万元+!

上例说明"线性规划的可行域为凸集"最优解对应于可行域的
某一顶点!这一性质"对一般情况也是成立的!即若问题)78+有最
优解"则必定可在它的可行域的某一顶点上达到!求解)78+最基
本最有效的方法是单纯形法)9:;:丹齐克"0<5=+"它的基本步骤
是适当选取可行域的一个顶点做为初始点"然后按一定的规则转
到另一顶点上)迭代+"使目标函数得到改进"再通过一定准则判断
它是否为最优解"直到达到最优解或判定不存在最优解而停止迭
代!

>图论?图论是数学的一个分支"属离散数学范畴!图论开始于

0=12年 @ABCD解决哥尼斯堡七桥问题"它的真正起飞是 ./世纪

E/年代"=/年代方获得它的大量追随者!
图论是描述处理离散系统的一个有力工具"在计算机科学F信

息科学F生物学等高科技领域有着广泛的应用!
一个图 G由一个非空的被称为顶点的元素的集合 H)G+和一

个被称为边的元素的集合连同它们之间的关系组成!一个严格的
数学定义为I设 H是一个非空集合"@J.H"序对)HF@+被称为一
个图"如果对任意 CK@有LCLM.!如果 C,)N,O+则称 N和 O是
边 C的端点"也称 NFO同边 C关联!如果对图的边或顶点赋权"则

<.10数 学



称它是一个网络!如对边"的元素数目没有上述限制#则称$%&’(
为一个超图!
近四十年来#图论获得了蓬勃发展#已形成了许多分支#主要

有)基础图论&代数图论&拓扑图论&随机图论&极值图论&网络理
论&超图理论&拟阵理论等!图论中已取得了若干杰出成就)*++",
和 -./"0证明了四色定理#123"45620和 7"892:4发展了丰富而
漂亮的图子式$;4.+<9=024(理论!
基础图论主要研究图的路结构#圈结构&连通性质等!图的

-.9=,520圈问题同货郎问题密切联系#后者是一个重要的组合优
化问题!人们对 >?图做了许多研究#给出了若干 >?圈存在的
充分条件#早期的主要结果是 @=4.A定理和 B4"定理#CD年代初

E.0推广了 B4"定理#得到了一个更一般性的充分条件#人们称之
为 E.0条件!该领域有许多猜想和问题有待解决!
匹配理论在组合优化中十分有用#取得了充分发展#关于偶图

匹配#主要有 F2G0=H定理和 -.,,定理!一般图的完美匹配的存在
性由 I:55"解决了!I.55"进一步得到 J?因子的存在性定理#
K2L.6M给出了$H#J(?因子定理!N"5"46"0早年得到了O?因子分
解定理!因子理论成为一个十活跃的研究课题!许多组合学&代数
学及其它数学结构都同图因子和图分解有密切联系#显示了它在
理论上的重要性!另外#图因子的结果被应用到编码&组合设计&计
算机和通讯网络&雷达天线设计等领域!一类重要图分解是把一个
图分解为同构子图!P.6./的专著Q@"A29+26=5=2062J;4.+<6R总
结了这一领域的主要成果!图的同构因子分解同图的对称性密切
相关!*,6+.A<猜想)所有顶点一传递图都是有理的!作为图类有
下述关系)S完全图TUS完全等部多分图TUS循环图TUSV.8,"8
图TUS顶点?传递图T!到目前为止解决到S完全等部多分图T的有

DWWX 思 想 与 学 术



理性问题!
代数图论主要研究图的谱性质和对称性质"#$%%&的书

’()%*+,-$./,-0121*3,45总结了这一领域的成果!6$7%*)和

8397%&解决了经典的 :*-;33<地图着色问题"这是拓扑图论的
转折点!随后"大量的推广和分析6$7%*)和83-7%&定理的方法研
究涌现出来"并且所产生的技巧应用到了许多其它图嵌入问题!
=1$>*的书’/,-01&"/,390&-7<?9,@-.*&5"把拓扑图论系统化
了!/,3&&和29A*,的书’2303)3%$.-)/,-0121*3,45做了进一步
的完善!图论近三十年来最引人注目的是随机图论的发展!这一
理论由 B,<3C&和 6*74$于 DE年代末 FE年代初奠定了基础!三十
年来"发现了源于概率论的许多工具"例如随机游动G鞅G分支过
程G马尔可夫链等等可用于图论"于是随机图论开始繁荣"
#3))3+H&的专著’6-7<3I/,-01&5"把随机图系统化了!
超图J:40*,%,-01&K理论是研究有限集合族的组合性质的!

超图是被当做图的自然推广的集合系统!面对离散数学快速增长
着的用途"LMFE年组合数学家积极主张发展集合的系统组合工
具!LMFF年"#*,%*提出了术语’超图5"B,<3C&和 :-N7-)的先躯性
论文’O7>1*P1,3I->$.Q9I+*,3@/,-01&-7<?*>?4&>*I&5"建
立了超图理论的前导!一般超图的结构十分复杂"人们通常把某些
超图问题化为图的问题进行研究!另外"对某些特殊类型的超图"
例如 +-)-7.*超图"具有 :*))4性质"R3C7$%性质的超图"进行了较
深入的研究!最近 =-7%和 S**"从关系数据库的拓扑结构出发"
提出了一些超图问题"建立了超图与偏序集间的关系"引入了一些
组合不变量"并建立了它们同 T3C+$9&函数"#*>>$数"B9)*,示性
数等之间的关系"研究了无圈超图的性质和一般超图的圈结构等
一些很荃员的问题!
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目前图论的一个发展趋势是同其它数学分支互相渗透!在图
论中越来越多地使用其它数学分支的成果!例如!有限域上曲线的

"#$%&’假设已被多次使用!上同调理论成为 ()*’+和 ,-&)&%
关于伪随机超图的工作动力.
图论的最大优势或许在于它具有众多自然的漂亮的问题有待

解决./#01$-2强调问题对一门数学分支的重要性34只要一门科学
分支能提出大量问题!它就充满着生命力5而问题的缺乏则预示着
独立发展的衰亡或中止6.什么是图论中的大问题呢7人们认为明
显称得上这样的问题有两个!89:;问题是否等于 ;问题.<9
/&=>#+$-猜想.前者为整个数界尽人皆知.后者组合界所有人都
熟悉.该猜想为3每个 ?@色图可4收缩6为一个包含 ?阶完全图
的图.

A-=BCD提出了许多有名的组合图论问题.
另一个趋势是图论同计算机科学越来越密切!人们十分重视

计算机科学中提出来的问题E重视寻求图论在计算机科学中的生
长点.F2$#’$-树问题E搜索树问题!图的厚度和交叉数E图的带宽
等都是来源于计算机科学.

G网络流H8IJJ年哈里斯提出在一个给定的网络上寻求两点间最
大运输量问题!8IJK年福特和富尔克森给出了算法!从而建立了
网络流理论.
最短路问题是网络流理论的重要问题之一!它可以直接应用

于解决诸如管道铺设E线路安排E厂区布局等实际问题.设 LM
NO!PQ为有向图!选定起点R8和终点RS!对每条边TMNTU!TVQWP!
给定一个数 XUVN称为该边的权Q!就得到一个赋权有向图!最短路
问题就是找一条从R8到RS的路!它的权N各边权之和Q最小.8IJI
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年 !"#"$%&’()*+提了一种较好的算法,
网络是由有向图 -./0123和 2上的一个非负函数 4构成1

设56和57分别为发点与收点189:为函数8在弧;./5915:3上的值1
网络上的流就是定义在 2的函数 <1它满足/63=><9:>89:1这里

<9:是 <在弧 ;./;91;:3上的值?/@3对于任何一个中间点 59/9A61

731从 59流出的总量等于流入 59的总量1即B
:
<9:.B

C
<C9,在网

络上求一个使流量 5/<3/即从 56流出的总量与流入 56的总量之
差3最大的流<1称为网络的最大流问题1是网络流的主要课题,福
特的富尔克森提出的标号法是求最大流的一种有效算法,
网络流的另一问题是最小费用流问题1即在给定的网络上求

流 <1使流量 5/<3等于给定的数值 5D1且使费用BE9:<9:最小1这
里B对所有的弧求和1E9:是单位流量在弧/5915:3上的费用1求在
已知运输网络上将一批货物从一地点运到另一地点的最小费用就

属于此类问题,现在已有几种 F较为有效的求最小费用流的方
法,

G排队论H研究服务系统中排队现象随机规律的一门学科,任何服
务系统都由三个基本部分组成I输入过程J排队规则和服务机构,
输入过程即顾客到来的规律,主要类型有/63定长输入1即每

隔一定时间到达一位顾客?/@3最简单流1又称泊松流1即顾客相继
到达的间隔时间是相互独立的1且具有相同的负指数分布?/K3埃
尔朗输入1即顾客到达的间隔时间相互独立1且有相同的埃尔朗分
布?/L3一般独立输入,
排队规则主要有I/63损失制1顾客到达后1若不能得到服务就

立即离去?/@3等待制?/K3混合制1限制队长 M1顾客到达时1若等
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待队长小于 !"则等待服务"否则就离去#
服务机构也有多种类型$服务台的个数有一个与多个之分%组

织形式有串联与并联的区别%服务方式可以是单个服务或成批服
务%服务时间则有定长分布&负指数分布&埃尔朗分布及一般独立
分布等不同类型#
不同的输入&排队规则和服务机构可以组合成许多不同的服

务系统的模型"它们都有特定的符号"例如 ’(’()表示泊松输
入&负指数服务分布&)个服务台的系统%’(*(+表示泊松输入&
一般服务分布&+个服务台的服务系统等#
如果在系统运行不太长的一段时间内去考察系统的数量指

标"一般它们要依赖于初始条件与运行时间"系统此时的状况称为
瞬时性态#在系统运行了相当长的时间之后"它的各项数量指标的
变化规律不再依赖于初始条件和运行时间"此时系统的状况称为
平稳性态#

,-世纪 .-年代以前主要是对系统的平稳性态的研究#最著
名的结果是损失制的 ’(’()系统的埃尔朗公式"即顾客到达后"
由于 )个服务台都被占用失去顾客造成损失的概率为

/)0

12(34)
)5

6
)

70+

12(347
75

式中 2为单位时间内到达顾客的平均数"3为单位时间内每一服
务台对顾客完成服务的平均人数#
这一公式对系统的性能分析与设计都很重要#例如在电话系

统中"统计检验已经证实"呼唤流是最简单流"会话时间服从负指
数分布"因此只要统计出单位时间收到呼唤次数的平均数 2及会
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话的平均时间 !"#$根据交换台的线路数目 %$就能算出呼损率的
大小$反之$如果先规定呼损率的大小$例如要求小于 &’$即平均

!(((次通话中最多有 &次打不通$则由此公式可求出所需要的最
少的线路数目 %)
另一著名公式是辛钦*波拉采克公式$它主要包括两个公式+

其一是 ,"-"!系统中顾客的平均数 ./01203143536"32!706$
式中 4为单位时间内到达顾客的平均数$0/4"#称为服务强度$
!"8为每个顾客的平均服务时间$53服务时间的方差)可以看出$
在#不变的情况下$减小5也能使系统中顾客的平均数下降$其二
是 #"-"!系统中等待时间的拉普拉斯变换 9:2;6/2!706;"2;
74<4=>:2;66$式中 4$0的意义同上$>:2;6是服务时间分布的
拉氏变换$由此公式能求出等待时间的分布)
从 3(世纪 &(年代中期开始$瞬时性态的研究逐渐成为排队

论研究的焦点$对此$中国的数学工作者做出了重要贡献)

模糊数学

?模糊数学@研究和处理模糊性现象的数学)!AB&年$美国控制论
专家查德首次提出了模糊集合的概念$这标志着模糊数学的诞生)
模糊性主要是指客观事物的差异在中介过渡时所呈现的C亦此亦
彼D性)在普通集合论中$一个对象对于一个集合$要么属于$要么
不属于$二者必居其一$且仅居其一$绝不模棱两可)这就限定了普
通集合论只能表现C非此即彼D的现象)一个概念有其内涵和外延$
所谓内涵是指符合此概念的对象所具有的共同属性$而外延是指
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此概念的对象组成的集合!集合可以表现概念!集合的运算和变换
可以表现判断和推理"因此!建立在集合论上的现代数学成为可以
描述和表现各门学科的形式的语言和系统"然而一个模糊的概念
却没有明确的外延!例如#年轻人$就是一个模糊概念!对于一个人
来说!他是否属于#年轻人$无法明确回答"打破普通集合论中元素
对集合的绝对隶属关系!在#%&’$与#%(’$之间考虑其中间状
况!提出#隶属度$的思想是解决问题的关键之处"
给定一个论域 )*讨论范围+!所谓指定了 )上的一个模糊集

合 ’!是指对任意 %&)!都有一个数 ’*%+&,-!./与之对应"’
*%+叫做 %对 ’的隶属度"这样!模糊集合 ’实际上是一个映射

’0)1,-!./!称之为隶属函数"
以年龄作为论域!取 )2,-!.--/!#年轻人$这个模糊概念可

用一个模糊集 3来表示!隶属函数规定为

3*%+2
-! -4%56-

.7 %86-9

:

;

<6
=

>

?

@

8A 8.B

9

:
!6-4%4.--

设 ’!C是两个模糊集!规定它们的并!交!余运算如下0
*’DC+*%+2’*%+EC*%+
*’FC+*%+2’*%+GC*%+

’H*%+2.8’*%+
其中E2IJK!G2ILM"这些运算满足下列几条性质0
.+ 幂等律0’D’2’!’F’2’
A+ 交换律0’DC2CD’!

’FC2CF’
N+ 结合律0
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!"#$%#&’"#!$#&%
!"($%(&’"(!$(&%

)% 吸收律*"(!$("%’"+
"#!$("%’"

,% 分配律*
!"#$%(&’!"(&%#!$(&%
!"($%#&’!"#&%(!$#&%

-% 两极律*.#"’.+.("’"
/#"’"+/("’/

0% 复原律*!"&%&’"
1% 对偶律*

!"#$%&’"&($&+!"($%&’"&#$&

模糊数学中的模糊逻辑与模糊控制已经在人工智能等领域中取得

很多成果2在日本+以模糊推理为基本原理的模糊产品已经进入世
界范围内的市场+如模糊洗衣机+模糊电冰箱+模糊空调器+模糊摄
像机等家用电器深受用户喜爱3在美国+模糊控制原理已经用于高
科技领域+如宇航系统+高精度过程控制+机器人等2

4最大隶属原则与模式识别的直接方法5设 "6+"7+8+"9论域 .
上的 9个模糊集+:;是 .中一个元素+如果存在指标 <=>6+7+8
9?+使得

"<!:;%’
@AB>"6!:;%+"7!:;%+8"9!:;%?

则认为 :;相对隶属于 "<2
另一种形式为*设 :6+:7+8:9是 .中 9个元素+"是 .上的

一个模糊集2如果存在指标 <=>6+7+8+9?+使得

0CC6数 学



!"#$%&’()*!"#+%,!"#-%,.,!"#/%0
则认为 #$相对隶属于 !1
上面是最大隶属原则的两种形式,在实际问题中,若把模糊集

作为标准模型,则最大隶属原则便构成了模式识别的直接方法1

2贴近度与择近原则3设 !,4是 5上的两个模糊集,记

!64&7
#85
"!"#%94"#%%

!:4&9
#85
"!"#%74"#%%

分别叫做 !与 4的内积和外积1再记

"!,4%&+-;!64<"+=!:4%>

称之为 !与 4的贴近度1
给定 5上的 /个模糊集 !+,!-,.,!/,及另一模糊集 41若

存在指标 $8*+,-,.,/0,使得

"4,!$%&’()
+?@?/

"4,!@%
则认为 4与 !$最贴近1这就是择近原则1
在模式识别中,假定 !+,!-,.,!/为标准模式,4为待识别

模式,可用择近原则判定 4应归属哪个模式1

2模糊关系与聚类分析3对事物按一定要求进行分类的数学方法叫
做聚类分析1现实的分类问题多伴随着模糊性1一个模糊的分类,
要由一个模糊等价关系来确定1
所谓从论域 5到论域 A之间的一个模糊关系 B是指,B是

5CA上的一个模糊集1隶属程度B"#,D%,"#,D%85,叫做#与D
具有关系 B的程度,当 5&A时,B称为 5上的模糊关系1
当 5&*#+,.,#/0,A&*D+,.,DE0均为有限集时,模糊关系

FGG+ 思 想 与 学 术



!可表示为一个矩阵"!#$%&’()*+,其中%&’#!$-&,.’(/这样的矩阵
叫做模糊矩阵/
设 !#$%&’()*+,0#$0’1(+*%为两个模糊矩阵,令

2&1#3
+

’#4
$%&’50’1(&#4,6,7,),

1#4,6,7,%
称 8#$2&1()*%为 !与 0的复合矩阵,记作

8#!90
设 !是 :上的一个模糊关系$矩阵(,如果它满足

4( 反身性"%&&#4
6( 对称性"%&’#%’&
;( 传递性"!9!<!

则称 !为 :上的一个模糊等价关系/
有一个结论"!是 :上的一个模糊等价关系当且仅当对任意

=>?@,4A,!=是 :的普通等价关系/依据这些等价关系,:中的
元素便可以分类/且当 =由 4下降到 @时,所分的类由B细C变

B粗C,逐渐归并,形成一个动态的聚类图/
模糊聚类分析以下三个步骤"
步骤 4"设 :是被分类对象集,建立 :上的模糊相似关系 !/
步骤 6"将 !改造成模糊等价关系 !D/
步骤 ;"由 !D作动态聚类图/

E模糊变换与综合评判F设论域:#G-4,-6,7,-)H,I#G.4,.6,7,

.+H均为有限集,若 J,K分别是 :,I上的模糊集,则它们均可表
示为向量形式$叫做模糊向量("

J#$L4,L6,7,L)(,K#$M4,M6,7,M+(
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其中 !"#$%&"’()*#+%,*’-设 .是 /到 0的一个模糊关系(则根
据矩阵的复合运算(由 .确定了一个变换1任给 /上的一个模糊
集 $便可决定 0上的一个模糊集 +#$2.-
把/作为因素集(0作为评语集(.是/到0的模糊关系(3"*

表示从第 "个因素着眼(对被评对象作出第 *种评语的可能程度-
固定 "(%3"4(3"5(6(3"7’是 0上的一个模糊集(表示从第 "个因素着
眼(对于被评对象所作的单因素评判-因此 .也就是单因素评判
所组成的矩阵-若把 $作为诸因素的权重分配(则 +就是综合了
各因素后所作的综合评判-

信 息 论

8信息论9信息论是建立在这样一个概念的基础上(即1信息是可测
的-所以信息论也称为:通信的数学理论;(是研究信息的传输<存
储<处理的科学-各式各样的信息传输系统(就其本质可概括成统
一的理论模型(通常称它为通信系统模型%见右上框图’1
信息论研究的主要问题是在通信系统设计中如何实现有效性

和可靠性-而这一问题是由美国科学家仙农%=>?>@A!BBCB’提出
来的(他在 4DEF年发表了著名的论文G通信的数学理论H(为信息
论奠定了理论基础-当前(对信息论的研究分划成三个类型1

%4’狭义信息论-研究信息的测度<信道容量以及信源和信道
编码理论-

%5’一般信息论-除了%4’之外(还研究噪声理论<信号滤波和
预测(统计检测与估计理论<调制理论以及信息处理理论等-
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!"#广义信息论$除了!%#&!’#之外(还包括所有与信息有关的
领域(如模式识别&计算机翻译&心理学&遗传学&神经生理学&语言
学&语义学等有关信息的问题$

)信息量*信息是一个可测的抽象的量+它的值不取决于信息具体
讲些什么$信息是与一个事件发生的各种可能结果的集合有关(它
的值取决于与这些结果相联系的概率$当两个事件具有相同数目
的结果(并且和这两个事件结果集合联系着的两组概率均一一对
应相等(那么称这两个事件有相等的信息量$若和这两个事件结果
集合联系着的两组概率不相等(我们必须推导出一个只能以一个
数目来表示对信息量的测度$设随机事件(用随机变量 ,表示$

,-

.

/

01!,#
2

3% 3’ 4 35
1!3%#1!3’#41!35

-

.

/

0#

其中 6
5

72%
1!37#2% +3%(3’(4(35是 ,可能发生的结果

值+1%(1’(4(15是,取这些值的概率$仙农!89:;;<;#根据这些
结果把 =的信息量定义为>

?!,#2@6
5

72%
1!37#A51!37#

这个函数的单位是表示给定事件2进位数的位数(简称 B7C
!比特#$我们通常也称 ?!,#为

D
信
D
息
D
熵$从这个最基本的

D
信
D
息
D
熵

出发还可进一步引出
D
联
D
合
D
信
D
息
D
熵以及其它一系列的有关的信息量

概念$
D
信
D
息
D
量是研究信息论的基础$

)通讯系统*我们谈的通讯系统(通常指数字通讯系统!其它形式可
类比#$一个数字通讯系统是由如下几部分组成>一是信源+二是信
息编码器(一般说来(将要输出的信息编成由 E(%组成的二元信息
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序列!三是信道编码器"将二元信息序列按一定的规则编成较长的
二元序列"叫作码字序列"再经过调制器把码字变成波形传送到收
方"经过收方解调器将收到的波形转换成二元数字序列"叫作接收
序列"由于讯号在信道传送过程中受到噪声#天电#串音等干扰"使
信号失真"接收序列与发送的码字有差异"因此要求编出的码字有
一定的纠错能力!四是信道译码器"根据收到的序列#信道编码的
法则和信道的特性#纠正接收序列在传送地程中出现的错误"然后
经过信源译码器将纠过错的接收序列转换成信息序列$

%代数编码&若假定信息是用 ’个 (#"符号的序列进行表示的"则
可对这个信息序列分成等长的信息段"每段由 )个信息符号组成

*+,*-"*."/"*,)0.11"叫作信息段")称为信息次数$若按代数
的方法将每个信息段变换成较长的几位符号组成的序列 2+,2-"
2."/"2,30.11叫作一个码字$通常 ’取作 4"符号用 -".两数字表
示$在这个条件下"所给出的代数编码理论主要建立在有限域 54
上的几维线性空间的研究上!进一步也可转换在二元域 54上的一
元多项式环54678上"来探讨同余类环9+54678:730.$所得到
的重要码有循环码$研究循环码的问题"完全归结到研究同余类环

9的理想问题$事实上"每个循环码 ;是由 730.的某个因式 <
,71在 9中生成的"; = >+ <,71!反之 730.的每个因式 <,71都
生成一个循环码$有代表性的循环码有?@A码$代数编码的目的
就是纠错"具体说来就是对接收的码系列进行译码时利用编码的
校验部分进行校正从而正确还原出信息序列$
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控 制 论

!控制论"研究系统的调节与控制的理论#$%世纪 &%年代末开始
形成和发展起来的现代控制论为系统的描述’分析综合和设计’预
测等问题提供了系统的理论与方法#现在控制论主要有以下几个
研究方向(线性控制系统理论’非线性控制理论’分布参数控制系
统’最优控制理论等#

!分布参数控制系统"用偏微分方程或用偏微分)积分方程描述的
系统#例如描述温度场’弹性振动的系统就是这种系统#它的状态
空间是某一函数空间*它的每一瞬时状态是空间的一个函数#分布
参数系统的研究的主要内容是系统的辨识’滤波和控制#

!最优控制理论"要求找到一个控制函数#使在它的控制下*系统从
一个状态转移到所希望的状态#并且还要求控制的方式是最好的#
设有非线性系统

+,-./0*+/01*2/011 /31
选择最佳控制就是在给定的控制区 4567内*选取控制向量 2
/81*使/31的对应的解 +/81从给定的初态+/%1-%在某个时刻 9
转移到给定的终态 +/91-+:*且

;
9

<
=</8*+/>1*2/>11?> /@1

取到最小/或最大1值#其中 AB是给定的已知函数#这样的控制 2
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!"#称为最佳控制$对应的解 %!"#称为最佳轨道$称积分!&#为系
统的性能指标’

数学史及数学家

(数学史)科学史的一个分支’研究数学发展规律的学科’通过数
学史的研究$既可总结数学的过去发展规律$又可预见其发展的未
来$还可为现代数学研究提供借鉴的作用’数学史$可以按不同的
地域*时代*民族*性质*特点*专题进行分类$因此可有多种数学
史$例如可有国别数学史*地区数学史*断代数学史*某一民族数学
史等’由于分类的标准不一$其不同种类的数学史$从宏观上看其
特性固然无大差别$但从微观上看$则各具特色’

(中国数学史)研究中国数学的发展规律的科学+中国数学史的研
究对象是中国历代的数学成果*数学学术活动*数学思想*数学的
历史背景以及一切记录等’根据,易-系辞.记载$/上古结绳而治$
后世圣人易之以书契0’这说明上古时候$先有结绳记事或记数$然
后易之以契刻$三国时代虞翮,易九家义.也说1/事大$大结其绳+
事小$小结其绳+结之多少$随物众寡’0不但有很多书籍上有/结
绳0*/契刻0的记载$而近代也发现不少原始社会遗留下来的实物$
因此可以说,易-系辞.的记载是可以信的’这也说明中国数学史
从原始社会就开始了记数的工作’许多出土的原始社会的陶器上$
可以发现刻画着很多不同的几何图形和数字符号$有菱形*圆形*
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鱼形!矩形!三角形等!还有一!五!七!十!二十!三十等数目字"通
过这些实物#说明在原始社会就形成了初步几何图形及数字的概
念"因此可以说中国数学起源于原始社会#而中国数学史则也是起
源于原始社会"随着时间的推移#到殷商!西周时代#由甲骨!青铜
器皿上#可以发现许多数学资料#不但有完整的整数及部分分数记
录#还有简单的数字运算"这说明到殷商!西周时代#已积累了很多
数学知识#所可惜的是#尚没有发现有关的书籍"
从春秋到西汉末期#在一些典籍中记载着丰富的数学内容"例

如#$周易%!$管子%!$墨子%!$考工记%等#都有一些记载"在$周
易%里#记载了由阴!阳爻组成的八卦!六十四卦#实际上相当于是
重复排列&在$管子%里记载着一些乘!除法例证&在$墨子%里则记
载一些逻辑学!力学!光学以及一些几何方面的内容#企图用逻辑
的方法论述几何的概念&在$考工记%里#除有一些工件的大小尺寸
外#还涉及分数的运算!角度的概念!容量的进位等"这些书籍虽不
是数学专著#但却记载了某些数学的片断知识#足证春秋时代的数
学水平&’()*年#在湖北出土一部$算数书%#根据初步考证#是成
书于西汉初期的数学专著"其中有整数的各种运算!分数的运算!
比例算法!简单的方程算法以及利息算法等"其内容虽比较零散#
但自古以来这是第一部流传至今的数学书籍#由此说明#由于社会
的需要#数学工作有了明显的提高"
两汉时期#数学有了长足的进展#达到了较高的学术水平&如

$周髀%!$九章算术%都是传世的名著&在$周髀%里#记载有繁难的
分数运算!等差级数算法!勾股原理的论述!重差算法以及用矩之
道"在$九章算术%里#论述了完整的分数算法!平面图形面积算法!
立体图形体积算法!比例算法!开方算法!配分比例算法!均输算
法!盈不足算法!+方程,算法!正负数算法!勾股算法以及简单的测
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量算法等!此外"在一批汉简中"也记录有相应的数学知识!
到了魏晋南北朝时代"中国数学有了飞跃的发展"三国吴人赵

爽为#周髀$作注"魏人刘徽为#九章算术$作注"不仅有许多创造%
发明"还为中国传统数学奠定了理论基础"形成具有东方特色的数
学理论体系!使得中国传统数学进入第一次高峰&刘宋祖冲之及其
子祖%在圆周率方面取得惊人的成就"并巧妙地求得球的体积!
#孙子算经$%#张邱建算经$分别记载了著名的’中国剩余定理(%
’百鸡问题(&即使#元嘉历$%#大明历$也有一些数学成就!
在隋唐时代"太史丞王孝通撰写#缉古算经$一部"从而建立一

套列三次方程%解三次方程的方法&为了给国子监选定教科学"李
淳风奉命校勘十部算经"而隋唐的数学教育逐渐走向制度化!一方
面吸收了大批留学生"一方面与朝鲜%日本%印度开拓了学术交流
活动!
宋元时期"中国传统数学形成了第二次高峰&北宋沈括首创垛

积术"刘益%贾宪提出解方程的新方法"并创立了二项式系数表"南
宋秦九韶给予一次同余式组的一般解法"还提出高次方程数值解
的一般方法"杨辉对纵横图提出一些造术方法"元代李冶对天元术
即一元代数学给以系统的研究"在此基础上"朱世杰创立了四元
术"即是四元代数学"并发挥了垛积术"即高阶等差级数的求和问
题!所有这些成果"都遥遥领先于世界!
明代政治腐败"重技巧而轻理论"商业数学逐渐代替了中国传

统数学的发展"在计算方面"珠算代替了筹算"并得到了普及!到明
末时期"西方数学便乘隙而入"先后传入欧几里得#原本$%克拉维
斯#实用算术$%三角学以及对数等知识!到清代"除西方数学继续
输入外"清代学人"如梅文鼎家族%汪莱%明安图%李善兰等人"也有
许多建树&由于整理%收集四库全书"有一些人如戴震%李潢%李锐%
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罗士琳等人!挖掘出一批古算书!从而为复兴古算作出了贡献"
中国传统数学!由上古时代开始!至清末为止!共经历了数千

年之久!独自形成了以算为主#形数结合#程序化的特色"到清末之
后!就走向中#西数学汇合的道路!从而进入世界数学的行列"

$中国古代数学%中国古代数学是指在秦汉之前的数学"在殷商时
代的甲骨上!记载了完整的十进制系统!并有了&十’#&百’#&千’#
&万’等数名!而且有最大的数字&三万’还有&五十犬!五十羊!五十
豚(三十犬!三十羊!三十豚(二十犬!二十羊!二十豚(十五犬!十五
羊!十五豚’"的记载"从这些甲骨文记载来看!殷商时代已有完整
的十进制!而且具备了简单的运算法则"
春秋战国时代在书籍里!包含有一些数学知识"如在)周易*

里!以阴爻&++’#阳爻&,,’为元素!进行重复排列!从而得到

&八卦’#&六十四卦’"实即每取三个元素#每取六个元素的排列数"
即 -./0/.!-1/0/2"
在)墨子*里!有&经上’#&经下’#&经说上’#&经说下’四篇!通

称为)墨经*!包括十数条相当于几何命题的记述!&经上’3&圜!一
中同长也’"&经说上’3&圜!规写交也’"其中!&圜’与圆相通!是说

&圜’是从一个中心到周围等距离的图形"这相当于圆的定义"后
面是说圆是用圆规画出来的"又如!&经上’&穷!或有前不容尺也’"
&经说上’3&穷3或不容尺!有穷(莫不容尺!无穷也’"其中!&或’即
是域!表示区域或路程!&尺’是度量的单位!这里相当于给出&有
穷’#&无穷’的概念"其余尚有平3同高也4高度相等5(方3柱隅四灌
也4四边四&止5等记述"
在)庄子6天下篇*征引了名家惠施的论述3&至大无外!谓之

大一"’&至小无内!谓之小一"’其中&大一’#&小一’是惠施提出的
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两个名词!并用"至大无外#$"至小无内#分别予以解释!这两句话
的意思!相当于现今所说无穷大$无穷小的概念%此外&庄子’天下
篇(还引用名家之说)"一尺之棰!日取其半!万世不竭%#这是说!有
一尺长的木棰!每日取其前一天剩余的一半!虽取一万年!也取不
足一尺%
在&考工记(里!除记载了工件的规格$尺寸外!还涉及一些数

学的知识%如用"句#表示锐!用"倨#表示钝!用"倨句#表示角*在

&考工记(里!称直角为"倨句中矩#或称作"矩#!并称"半矩#+,-./
为"宣#*称"一宣有半#+01.234/为"’#*称"一’有半#+535.5-4/为

"柯#*称"一柯有半#+5-5.-64-/为"磬折#*也称"一矩有半#+52-./
为"磬折#*还用圆心角的大小描述弓形的曲率!如"天子之弓!合九
而成规#*"诸侯之弓!合七而成规#*"大夫之弓!合五而成规#*"士
之弓!合三而成规#%也记载了一些分数的简单运算%此外!在&管
子($&荀子($&法经(里也有一些数学知识的零星记载%
在秦始皇统一中国之前!虽未发现有数学专著问世!但从这些

记载来看!在某些方面!中国古代数学已达到成熟的境界%

7秦汉数学8指秦汉时代中国传统数学的成就%在&汉书’艺文志(
里称)"&许商算术(二十六卷#%"&杜忠算术(一十六卷#可惜这两部
专著早已散失!现传本只有&周髀($&九章算术(以及新出土的&算
数书(等著作%
由&周髀(表面看来!记载有很多西周周公$商高$陈子$荣方等

人的对话!也记载了吕不韦的论说!又因盖天学说是西汉初期天文
学家创建的一种宇宙学说!所以初步考证!&周髀(可能成书于西汉
时期%它虽是一部盖天学说的天文书籍!但其中却记载了不少数学
知识*例如!由于天文历法的需要!书中有相当繁杂的分数运算*书
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中还记载了!七衡六间"#二十四节气晷影长度的计算问题$是涉及
到等差级数的问题%在计算二十四节气晷影长度时$也是按等差级
数算法计算的%在&周髀’里$还记载了六条!用矩之道"$即!平矩以
正绳$偃矩以望高$覆矩以测深$卧矩以知远$环矩以为圆$合矩以
为方"%其前四句是说利用相似勾股形性质$进行的一次测量问题$
后两句则是说用矩绘制圆#方的问题%&周髀’还记载说$!若求斜至
日者$以日下为勾$日高为股%勾#股各自乘$并而开方除之$得斜至
日"%即(

斜至日)弦*+ 勾,-股. ,

这就是所谓!勾股原理"$可是在&周髀’里却缺乏严格的证明%
&九章算术’采用问题集的形式$全书共 ,/0问$,1,术$厘为

九类$计方田#粟米#衰分#少广#商功#均输#盈不足#方程#勾股九
章2方田章$34问 ,5术$主要论述各种平面图形如方田#直田#圭
田#邪田#箕田#圆田#宛田#弧田#环田的面积算法$除宛田#弧田是
近似算法外$其余都是正确算法%方田章还论及分数的通分#约分#
扩分#加#减#乘#除#比较大小#求平均数的各种运算2粟米章$/0
问 33术$主要论述了 ,1种粮食#饭食的兑换比率表以及四项比例
算法%四项比例算法$当时称之为!今有术"$即!以所有数乘所求率
为实$以所有率为法$实如法而一"%即(
所求数+)所有数6所求率*7所有率%在章末并论述了四项比例
算法的特殊情形$即!经率术"#!经术术"#!其率术"#!反其率术"2
衰分章$,1问 ,,术$主要论述配分比例算法$有的问题是按等差
级数计算$也有的问题是按等比级数计算的2少广章$,/问 50术$
主要论述已知长方形宽边及其面积$推求其长边的算法$其特殊情
形即是已知正方形面积求其一边之长$实即开平方算法$推广此法
即是开立方算法$还列有根据圆面积#球体积求其直径的算法2商
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功章!"#问 "$术!主要论述立体图形的体积算法%均输章!"#问

"#术!主要论述比较复杂的配分比例算法%盈不足章!"&问 ’(术!
主要论述中国特有的盈亏算法!按现今说法!即是)双设法*或)弦
位法*%方程章!’#问 ’+术!主要论述)方程*的解法!所谓)方程*!
即今之线性方程组!其解法即相当于加减消元法!由于需要!还论
及正,负数的运算法则%勾股章!"$问 ""术!主要论述有关勾股问
题的解法!并论及简单的勾股测量问题-

’+#.年!在湖北出土一部数学著作!一般称之为/算数书0!其
中包括有 1&多个小标题!标题之下列有算题!题下有答!答下有
术!/算数书0也是一部问题集-在/算数书2少广0有一问与/九章
算术2少广0之第一问极为相似!而/算数书2钱息0有一问与/九
章算术2衰分0第二十问完全一致-由这两对问题可看出!/九章算
术0是在/算数书0的基础上修改而成的!而/算数书0乃是/九章算
术0的母本之一-
在/九章算术0成书之前!已有/许商算术0,/杜忠算术0-而/九

章算术0必然参考过这些著作!虽不便认为)许商,杜忠/算术0即是

/九章0*!但认为/九章算术0是由/算数书0,/许商算术0,/杜忠算
术0演变而成的!并非毫无根据-

/九章算术0既记录了秦汉时代的数学成就!也反映了秦汉时
期的各种章典制度和社会情况-可见!秦汉数学的学术是有一定水
平的-

3魏晋南北朝数学4从三国时代到隋文帝统一中国之前的数学各项
成就辉煌!是中国数学的第一个高峰期-
三国时代吴人赵爽!其字君卿!身世不详-曾为/周髀0作注!在

)注*中!补绘了)日高图*及)七衡图*%赵爽撰写了)勾股圆方图*
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注!"日高图#注!"七衡图#注$在"勾股圆方图#注中%他用 &’’余
字%论证了勾股原理%还论证了有关勾!股!弦的 (’多条命题%在

"日高图#注中%他对所谓"日高术#即重差术%也给予几何证明%在

"七衡图#注中%他对盖天学说的理论作了说明%所有这些%对后世
研讨)周髀*者都有很大裨益+例如"勾股圆方图#注说,"勾!股各自
乘%并之为弦实+开方除之%即弦+案弦图又可以勾!股相乘为朱实
二%倍之为朱实四+以勾!股之差自相乘为中黄实+加差实一%亦成
弦实#+其前一句是重复论述勾股原理%而后一句则是以面积概念
证明了勾股原理+设勾!股!弦分别为 -!.!/
勾股原理即 -(0.1 (2/其证明过程为,
勾!股相乘为朱实二%-.$
倍之为朱实四%(-.$
以勾!股之差自相乘为中黄实%3.4-5(+
加差实一%亦成弦实+(-.03.4-5(2/(+这是中国对勾股原

理第一次严密的证明+
略晚于赵爽的是刘徽%刘徽是魏!晋期间杰出布衣数学家%其

身世不详%初步考证%当是现今山东人%曾为)九章算术*作过注解$
刘徽)九章算术注*中%在数学理论上!方法上!技巧上!程序上多所
建树和发明%为
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中国传统数学奠定了理论基础!为中国传统数学形成了独特的理
论体系"
刘徽利用出入相补原理!即利用图形的分#合#移#补的方法证

明平面图形如圭田#邪田#箕田#圆田#宛田#弧田#环田的面积算
法!还用以证明勾股原理以及整数勾股弦的一般公式"
设勾#股#弦分别为 $#%#&!整数勾弦一般公式为’$(%(&)

*+,-./,0+,12,34(+2(./,0+,12,3 至于直线型柱体如城#
垣#堤#沟#堑#渠的体积或容积算法!也以出入相补原理予以证明5
刘徽把出入相补原理作为一条普遍的原理!应用于几乎全部的几
何理论之中"刘徽又利用三种基本几何体!即堑堵#阳马#鳖(!他
先证明三种基本几何体的体积算法!再把直线型非柱体的立体分
割为三种基本几何体!然后证明其体积算法"可见!刘徽把三种基
本几何体作为多面体体积算法的理论关键"对于圆型平面图形如
圆田#弧田的面积算法!刘徽则是利用极限观念和出入相补原理证
明其面积算法!并求得圆周率较精密之值分别为

6).78/79):;.<!
6):=,8/.,79):;.<.>"
对于环田!乃是将环田之周拉直!使变为等积的梯形!再用出入相
补原理证明其面积算法"刘徽在推证圆型立体时!采用了截割原
理!即是在圆柱#圆锥#圆台上!各作一外切方柱#方锥#方台!以圆
型立体与其外切方型立体体积之比为 6’<!从方型立体可证得圆
型立体的体积算法"刘徽在正方体上!作相互垂直的两圆柱!称两
圆柱的公共部分为?牟合方盖@!在?牟合方盖@里作内切球!刘徽深
知?牟合方盖@与其内切球体的体积之比为 <(6!他虽未求得球体
积算法!但他提出其体积之比!在算法理论上是十分珍贵的"刘徽
在推证勾股原理的基础上!还用面积理论推证有关勾#股的各种线
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段的求法!还用相似勾股形性质推证"勾股容方#$"勾股容圆#的求
法!也证明了简单的测量算法%刘徽对数学名词改变了"约定俗
成#的惯例!对一些名词给予明确的定义!如把"率#定义为"凡数相
与者!谓之率#%"等除法实!相与率也#%即是说!凡数与数之比!称
之为"率#!约简两数之比!则称为"相与率#%并把"率#概念几乎应
用到所有算法之中!作为各种算法的主线%给正负数所下定义为&
"今两算得失相反!要令正负以名之#%还给"方程#下了正确的定
义!既给出"方程#有确切解的条件!又给出"方程#的同解理论!并
创造性的给出"方程#的新解法%此外!刘徽还对幂$齐同通$列衰$
开平方$开立方$鳖($阳马$堑堵$勾$股$弦等数学名词都给出正
确的定义%刘徽的这些定义!不但没有含混不清之词!也没有循环
定义之举!都合于逻辑!因而成为演绎论证的理论依据%刘徽在推
理演绎与证明方法上!既有归纳!也在演绎’既有综合法!也有分析
法!还有反证法’在逻辑方面是十分丰富的%于是在中国传统数学
理论的发展上!形成了第一次高峰%
西汉时期!主张盖天学说的天文学家创造了测量日高$远的方

法!称之为重差术!到刘徽时代!几乎失传%刘徽乃潜心研究测量原
理!使重差术加以发展!并由两次测望推广至三次$四次测望!编撰
九道测量问题!缀于(九章算术)之终%唐代!李淳风为国子监审定
数学教材!使另行单本!因其第一问为"今有望海岛#!故称之为(海
岛算经)%可见刘徽在测量理论上的成就是卓著的%
生活在南北朝宋$齐时代的著名数学家祖冲之及其子祖%!对

数学有很出色的贡献!例如他们父子曾作(缀术)一书!可惜早已失
传%保留至今的!只有祖冲之所创造的圆周率!即介于盈)二限&

*+,-,./01232*+,-,./04!
密率&35*..6,,*!约率&350064%还有其子祖%解决了刘徽所提
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出的!牟合方盖"体积问题#从而得到球体积的巧妙证法$
在南北朝成书的%孙子算经&三卷#是一部数学普及著作#其卷

下除有!鸡兔同笼"问题外#还有著名的!物不知数"题#即!今有物#
不知其数$三三数之#剩二’五五数之#剩三’七七数之#剩二$问物
几何"$也即现今之一次同余式组问题’设所求之物数为(#则有(
)*+,-./0#()/+,-.10#()*+,-.20#%孙子算经&给出 (的最
小解为(3*/#西方学者一直称这问题为!中国剩余定理"#我们则
称之为!孙子定理"$

%张邱建算经&也是一部数学普及著作#书中涉及最大公约数
和最小公倍数的正确求法#还有七道问题涉及等差级数及其解法#
有的固是继承%九章算术&的成果#但等差级数更多的内容则是创
新’%张邱建算经&卷下#有一!百鸡问题"#是著名的不定方程问题$
即!今有鸡翁一#值钱五’鸡母一#值钱三’鸡雏三#值钱一$凡百钱
买鸡百只#问鸡翁4母4雏各几何"$书中共给出四组答案$虽然%九
章算术&已有不定方程的记载#但一题数答却始自%张邱建算经&$

5隋唐数学6唐代初期#太史丞4历算家王孝通编撰%缉古算经&一
书#全书由二十问集成$其第一问是算术问题#已知日月合朔时刻
及夜半时日所在赤道经度#推求夜半时月所在赤道经度$第二至十
四问#是土木建筑问题’需用三次方程求解$第十五至二十问#是勾
股问题’需用三次方程或双二次方程求解$%缉古算经&虽未给出解
三次方程的具体计算步聚#但王孝通必然是用带从开立方法来解
的#这显然是一项辉煌成就’他还用自注形式给出方程各项系数的
组成方法#这一作法#也是难能可贵的$唐代沿袭隋代的办学制度#
建立国子监#设立数学专业#天算家李淳风奉命选定并校注数学专
业教材#因此选定%周髀算经&4%九章算术&4%海岛算经&4%孙子算
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经!"#五曹算经!"#张邱建算经!"#五经算术!"#缀术!"#缉古算
经!"#夏侯阳算经!等$%部算经&作为教科书’在唐代&还规定了学
制&也规定了考试制度和考试成绩即是及格"不及格的标准’自隋
代建立国子寺之后&到唐代才逐渐形成一定的教育制度&不但影响
隋唐以后的各代&这种教育制度也直接传入朝鲜"日本等国’随着
教育制度的传播&一些中国古代数学著作也传入朝鲜"日本(对朝
鲜"日本的数学发展&产生了一定的影响’随着佛教及其经典的传
入&印度的一些数学知识也传入中国&例如印度数码随着#开元占
经)九执历!传入&由于没有把印度数码写法刊刻出来&以致印度
数码当时没有在中国流传下来(又如&在#九执历!里记载有从 %度
到 *%度每隔+,-.度的正弦线值表/其半径取为 +0+12&由于此表
没有引起当时中国历算家的重视&此表在中国也就没有起到应有
的作用和影响’但是&中国数学是否传播到印度&则是一个需要深
入研究的课题’

3宋元数学4中国传统数学的发展中&宋元数学达到了较高水平&并
遥遥领先于世界&成为中国传统数学的第二次高峰’北宋数学家刘
益&著有#议古根源!&现已失传’只能从南宋杨辉的著作中看到一
些端倪’#议古根源!打破了古代对方程系数的一些限制&提出新解
法&即正负开方术&经后世数学家的发展&即形成著称的增乘开方
法’北宋另一数学家贾宪&著有#算法*古集!"#黄帝九章算法细
草!二书&此二书均已失传(只能从杨辉的著作中&了解其中的梗
概’对于方程解法&贾宪提出5立成释锁平方法6"5增乘开平方法6"
5立成释锁立方法6"5增乘/开立2方法6四法&其中释锁平方"释锁
立方与#九章算术!相似&而增乘开方法却比旧法简明得多’另外贾
宪还提出5开方作法本源6图&现称为5贾宪三角6&实即二项式展开
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系数表!这是中国传统数学的优秀成果之一!也是方程理论的重要
内容"沈括!字存中!号梦溪!钱塘#今杭州$人!著有%梦溪笔谈&’
%梦溪补笔谈&!其中给出隙积术’会圆术’棋局都数!这三项都是中
国传统数学上的杰出成就"隙积术!是推求累棋’层坛’积罂的求和
公式!也即垛积术的开端(会圆术即是由弦’矢求弧的算法(棋局都
数是计算棋局的总数"如清代%畴人传&称)*隙积’会圆二术!补%九
章&所未及+"南宋数学家秦九韶!著有%数书九章&!其中集有 ,-
问!分为 -,卷!厘为九类!每类九题"%数书九章&对数学的主要贡
献计有)*大衍总数术+!即一次同余式组的一般解法(书中给出了
三个乃至八个模数的问题(*正负开方术+!即高次方程的数值解
法(书中也给出了 ,次乃至 -.次方程的问题(而这两项代表了中
国传统数学的最高成就!也标志着当时世界数学的最高水平"另
外!秦九韶还改进了%九章算术&的*方程+术!即改进线性方程组解
法为*互乘对减+消元法"他也独立地由三角形三边求得三角形的
面积!即所谓*三斜求积+术!这与古希腊海伦公式是等价的"南宋
数学家杨辉!著有%详解九章算法&-/卷’%日用算法&/卷’%乘除通
变本末&0卷’%田亩比类乘除捷法&/卷’%续古摘奇算法&/卷!共
计 1种算书!其后三种一般称为%杨辉算法&"在%详解九章算法&
中!选%九章算术&,.问作为典范!进行详解!并增添*图草+’*乘除
算法+’*篡类+三卷(在*篡类+里!引述了刘益的*正负开方术+贾宪
的*增乘开方法+与*开方作法本源+!都是十分珍贵的数学史料"在

%日用算法&里!把数学内容编成韵文!便于记诵!成为中国民间数
学的特色"%乘除通变本末&是论述乘除算法’加减算法’求一算法
诸术"%田亩比类乘除捷法&可看作是%详解九章算法&的延续"而

%续古摘奇算法&则是搜集*诸家算法奇题及旧刊遗忘之文+!其上
卷主要论述*纵横图+!下卷主要论说%海岛算经&"杨辉对一些纵横
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图给出了造术方法!为古代数学著作之所缺"杨辉用面积概念论证

#海岛算经$的%日高&’%日远&公式!成为后人研究#海岛算经$造术
的依据之一(中国古代!很早就有以算筹表示方程的方法!但是!关
于建立方程的一般方法则是当务之急"由于方程理论的高度发展!
北方一些数学家开创了%天元术&!%天元术&就是用文字表示未知
数以建立一元方程的方法(李冶虽不是天元术的首创学者!但是!
他的著作#测圆海镜$)*卷’#益古演段$+卷!都是天元术的专门著
作!对于天元术的发展和推广却起到不可忽视的作用(在#测圆海
镜$里!李冶以%太&字表示常数项!或以%元&字表示一次项!用%太&
不用%元&!用%元&不用%太&!这就是他改进原来天元术建立方程的
方法"他还把建立方程方法的步骤制度化!首先是%立天元一为某
某&!相当于%设 ,为某某&"然后依题意列出一多项式!称为%天元
筹式&"再依据题意列出另一多项式!称为%同数&"最后%天元筹式&
与%同数&两式相消!即是相减!即得一元高次方程(用这种方法建
立方程!不但改变古代用几何法建立方程的繁难!而且所建方程之
次数也不受限制(对于高次方程!则采用%增乘开方法&以求其解(
李冶在#测圆海镜$里!先提出 -.*条几何命题!作为全书的理论依
据!又给出得自%洞渊九容之说&!连同#九章算术$的%勾股容圆&!
共计十种容圆公式!作为此书 )/0问的基础(在#益古演段$中!一
方面用天元术来解所列 -1问几何题!一方面对比蒋周#益古集$的
旧解法!从而看出李冶在天元术方面的贡献(随着天元术的发展!
北方数学家又创立了二元术’三元术!即是二元代数学’三元代数
学!基于此!元代中期朱世杰创立了四元术!即四元代数学(朱世杰
著有#四元玉鉴$’#算学启蒙$二书!书中用%天&’%地&’%人&’%物&
四字分别表示四种未知数!根据题意!可以列出四个未知数的高次
方程组!而四元术的精华是%消元&!通过%消元&!使四元方程化为
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三元方程!再使三元方程化为二元方程!由二元方程化为一元高次
方程!然后将用"增乘开方法#以求其解$朱世杰的"消元#法!是中
国传统数学的一项杰出成就!不但领先于西方四百余年!用"消元#
法解多元高次方程组的精神是值得称道的$在%四元玉鉴&及%算学
启蒙&里!还在另项杰出的成就!就是在沈括隙积术的基础上!系统
地发展了垛积术及其相关的内插法’也就是开创性地对高阶等差
级数作了系统的研究!取得了辉煌的成绩!并领先于西方三四百年
之久$在宋元期间!中国传统数学取得非常丰富的辉煌成果!可以
说中国传统数学达到了全盛时期$

(明清数学)在明代!由于政治腐败*不注重理论*废除数学考试等
原因!使得中国传统数学逐渐走向缓慢发展的道路$在当时!社会
上流传着数十种数学著作!这些著作大都是反映日常应用数学和
商业贸易数学!其内容比较浅显!文字通俗易懂!还编撰了各种歌
诀!便于记忆!其算法也容易掌握!因此促使这种数学广为流传!而
古代的%九章&*天元术*四元术等则几乎成了绝学$当时的代表作
计有吴敬%九章算法比类大全&*程大位%直指算法统宗&*王文素

%新集通证古今算学宝鉴&三书!这些书籍虽然采用%九章算术&各
章的名目!但其内容却多是日用或商业的数学知识!还有一大部分
内容属于珠算的技巧和算法$于是珠算之盛行与普及代替了古代
的筹算法!以筹算为基础的传统数学也渐次匿迹*消失$
在中国传统数学走向低谷的时候!西方教士利玛窦首先来华!

一方面传播教义!一方面传入西方的科学以及数学知识$万历三十
五年+,-./0!他便与徐光启合译了欧几里得的名著!称为%几何原
本&前-卷$继利玛窦之后!有大批西方教士接踵来华!有的在政府
部门里工作!有的在教堂传播教义!他们编撰*翻译了不少西方科
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学著作!仅就数学而论!所编"译的著作多属于初等数学范畴!因而
对中国传统数学产生了一定的影响#
在中算濒于失传!西算刚刚输入之际!中国学者的态度极不一

致!有人以为$薄古法为不足观%!有人以为$斥西人为异学%!而清
初数学家梅文鼎则主张&$法有可采何论东西!理所当明何分新
旧%#于是他融会贯通中西之学!自成一家之言#其著作颇丰!粗略
统计!约’’种之多!达())余卷#主要著作有&*筹算+"*笔算+"*度
算释例+"*平三角举要+"*弧三角举要+"*方程论+"*几何补编+"
*环中黍尺+"*堑堵测量+"*勾股举隅+以及*方圆幂积+等!几乎遍
及初等数学的各个分支#
清朝第二代皇帝康熙#自幼喜爱科学!尤其酷爱天文与数学!

并召法教士张诚"白晋及比利时教士南怀仁入宫讲解西方科学与
数学!还接受陈厚耀的建议!开设$蒙养斋%!任梅文鼎之孙梅+成
为蒙养斋编修官!编修*律历渊源+"*数理精蕴+等书#*数理精蕴+
共五 ,-卷!其内容除有当时已传入的一些西方数学知识外!还有
中国数学家如梅,成的某些研究成果#*数理精蕴+不但是按算术"
几何"三角"代数学科分类的著作!也相当于是一部中国初等数学
的百科全书!又因此书有$康熙御制%之名!故流传较广!其影响亦
大#
受西方教士的影响!中国学者多所著述#如年希尧经常与意大

利教士郎世宁共同切磋工程图学的技艺!领悟西方的透视学的精
神!经多年钻研写成*视学+一书.*视学+不仅是中国图学的最早著
作!也是世界上较早的图学专著!在国际上也产生了一定的影响#
又如法教士杜德美曾将西方三个幂级数展开式传入中国!称为$杜
氏三术%!但他只传入三个公式!却未明确其理.蒙族数学家明安图
以多年精力!用初等数学方法证明了$杜氏三术%!并给出六个展开
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式及其证明!共计"九术#$这"九术#对后世有一定影响!引起了如
汪莱%董-诚%项明达等人的关注!从而得到许多新的研究成果$
乾隆年间!开设四库全书馆!为了编撰&四库全书’!一方面辑

录&永乐大典’所保存之书!一方面征集私家所藏之书(因而发现并
挖掘出多部濒于失传的中国古代传统数学著作!为了探讨%校订古
代的经籍!形成了所谓"乾嘉学派#!他们用分析%归纳的方法!对这
些古籍进行研究%校勘%注解!这对于恢复古籍起到了积极作用$为
了复兴古算!对于所挖掘出来的古算书进行了整理%校勘%注释%研
究!其中做出贡献的!计有戴震%李潢%焦循%汪莱%李锐%罗士琳等
人$
到清代后期!西方数学第二次输入中国!中国数学研究曾出现

一时的活跃!畴人辈出!著述如林!如在幂级数%尖锥术%组合数学%
不定分析等方面!也获得不少可喜成果!虽不及同期西方数学的水
平!但有些成果却是中国学者独立创造出来的$李善兰在接触西方
数学之前!受到垛积术及传统极限观念的启发!创造出一种相当于
微积分的方法!即是尖锥术$他在&方圆阐幽’一书中!以十个"当
知#也即十个命题!给尖锥术建立了理论的基础!并列举了一些例
证加以核算$李善兰还对垛积术进行了深入研究!他借助并拓展了
贾宪三角!别树一帜!自成系统!在&垛积比类’中创造出数十套垛
积公式!成为组合数学的光辉成果$
鸦片战争之后不久!李善兰%华蘅芳分别翻译了不少西方古典

高等数学著作!从此!西方变量数学开始传入中国!由于文字关系!
中国学者接触%研究西方数学还有很大的局限性!于是!清政府为
形势所迫!不得不设立同文馆!培养专门人才!并选派留学生出国
深造$等到大批留学生回国之后!便兴办学堂!讲解洋课程!培养出
许多数学人才!从而使得中国数学的研究与数学的教育!逐渐走向
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世界数学的发展道路!

"外国数学史#中国以外的国家或地区的数学史!由于中国以外的
国家或地区$其数学的发展并不一致$尤其在古代$各国之间或各
地区之间$也未必有其必然的联系$很难统一在一起$直到近代

%&’(&)世纪*各个国家或地区数学的发展才汇合在一起$成为世
界数学!外国数学史$在古代实际上是指各个地区的数学史$例如
古巴比伦数学+古埃及数学+古希腊数学+古印度数学+阿拉伯数学
等,在中世纪$是指欧洲数学史,在近代$才是世界数学史!由于中
国数学有悠久的发展史$经历了数千年之久$而且具有很突出的特
色$与任何一个国家或地区的发展$极不相似$所以把中国数学史
单独列出很有必要$也有充分理论根据!相应地也把外国数学史单
列一项!在古代$亚洲底格里斯河与幼发拉底河之间的地带$是人
类文明发源地之一$公元前 &)世纪$苏美尔和阿卡德民族在这里
建立了巴比伦王国!&)世纪$在美索不达米亚出土约 -.万块刻有
楔形文字的泥板$经考证$这些泥板有的是公元前 /.世纪的遗物$
有的是公元前 0世纪的遗物!这些楔形文字中也包括巴比伦人在
数学上的一些成就!由于古巴比伦对奴隶的剥削日趋严酷$农奴生
活濒于绝境$于公元前 0世纪$巴比伦王国覆灭$合并于波斯帝国$
而巴比伦数学也告结束!
大约公元前 1...年左右$在尼罗河一带$形成了古埃及王国!

由于埃及人长期与大自然作斗争$逐渐掌握了一些科学+技术知
识,又因需要以物易物+丈量土地+建筑房屋及坟墓$也积累了一些
数学知识,为了传递信息$古埃及人也创造了一种像形文字$一般
称为僧侣文!根据考证$尼罗河每年定期泛滥$泛滥之后$需要重新
丈量被淹没的土地$因而长期以来$便由丈量土地的知识逐渐发展
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成为所谓几何学!要了解古埃及的某些情况"只能通过#莫斯科纸
草书$%#阿默斯纸草书$这两卷纸草书进行探讨!由于宗教的改革"
古代埃及统治集团的内部斗争愈加剧烈"外部则经常受到欺凌"于
公元前 &世纪前后"被波斯吞并"成为一个省"而古埃及的文化也
随之逐渐消失!
古代希腊人"为人类创造了历史上的文明"尤其对西方的文化

有巨大的影响!古希腊文明可以追溯到公元前 ’(世纪"一直延续
到公元 &世纪!古希腊的数学发展是由学派组成的"例如"最早是
以泰勒斯为代表的爱奥尼亚学派!在爱奥尼亚学派之后"相继而起
的是毕达哥拉斯学派"在数学方面"研究了一些初等数论的问题"
并以发现勾股定理)西方称为毕达哥拉斯定理*驰名于世!与毕达
哥拉斯齐名的学派"是芝诺为代表的悖论学派"悖论学派创立了一
些悖论"给学术界造成了极大的震动!原子论学派"主张宇宙间的
物质都由不可分割的元素组成!与悖论学派差不多同时"雅典出现
了诡辩学派"在数学方面!他们提出了三大几何问题"即#化圆为
方$%#倍立方$%#三等分角$!在雅典相继而起的是柏拉图学派"柏
拉图是古希腊的著名哲学家"他注重数学"并十分推崇几何"认为
几何可以培养思维能力!该学派培养出不少优秀学生"亚里士多德
就是他的学生之一!在雅典以亚里士多德为首创办了吕园学派!吕
园学派的贡献在于创立了逻辑学"因而为欧几里得的+原本,铺平
了发展道路!公元前 -世纪"亚历山大帝国瓜分为三个国家"最大
的是托勒密王朝!托勒密王在亚历山大城建立了最大的图书馆"从
而使得亚历山大城变为希腊文化的中心.但是"到公元 /0&世纪"
由于东罗马的入侵"希腊文化的发展即告终结"而保留下来的希腊
文化遗产"为欧洲的文化提供了丰富的营养!
古印度也是古代文明国家之一"印度数学大约产生于公元前
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!世纪"当时是一种十进非位值制系统"经过千年的变迁"到公元 #
世纪"才形成印度数码"$世纪传入阿拉伯"%&世纪输入欧洲"逐渐
演变成现今所谓印度’阿拉伯数码(%)世纪出土了*巴克沙利手
稿+"经考证"记载了印度 !,-世纪的数学知识"其中论述了*反演
法+及其例证(古印度人还以*库塔卡+来解某些不定方程.还改变
了希腊人的*全弦+为*半弦+"即今之*正弦+线(
阿拉伯数学是指 $/%-世纪伊斯兰教国家所建立的数学(其

代表人物之一"是阿尔0花拉子米"他首先提出所谓*代数学+一
词"他对二次方程作了系统的研究(另一代表人物是 %&世纪的纳
速拉丁"他首先从天文学里把三角分割出来"使成为一门独立的学
科(阿拉伯人曾把一大批希腊,印度的著作翻译成阿拉伯文"使得
这些濒于灭亡的著作获得新生"从而传入欧洲"使欧洲数学一跃而
起(
中世纪数学是指以罗马为中心的数学发展概况(由于十字军

东征"欧洲人从阿拉伯获得大批希腊著作以及阿拉伯文译本"或阿
拉伯人的著作"%1世纪便进入大翻译时期.从而了解到希腊及阿
拉伯在数学上的贡献(%&世纪初期"由一些教会学校转变为一些
大学"这些大学成为后世数学发展的基地(欧洲经过了文艺复兴的
洗礼"数学首先发展了起来"并为后世的数学发展做了准备(

2古巴比伦数学3底格里斯河与幼发拉底河流域是世界文明的发祥
地之一(大约公元-444年前"苏美尔人,阿卡德人就先后活跃在这
里(约公元前%$)!年"由阿摩利人建立了古巴比伦第一王朝5约公
元前 %-)-年灭亡6起"此后一些王朝也多冠以巴比伦之名"因而传
统上称这一地区的古代各民族为巴比伦人(%)世纪初"这里发掘
出大约 -4万块刻着楔形文字的粘土泥板"其中约有 &44块为载有
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各种数表和一批数学问题的数学泥板!关于巴比伦数学的知识!即
来源于此"这些数学泥板可分为三组#第一组约在公元前 $%&&年
苏美尔文化末期’第二组属于古巴比伦第一王朝时期!数量很大’
第三组属于公元前 (&&)前 *&&年!内容也较丰富"
巴比伦人对数学的第一个重大贡献是发明了 (&进位记制数

法!并一直影响到今天的角度与时间计量"由于表示空位的记号

+零号,直到大约公元前 *)前 $世纪才出现!早期泥板中的数字
表示常常发生混乱"他们有完整的加减乘除算法!并使用了 (&进
制的小数"为了便于计算!编制了大量数表!如乘法表!平方表-立
方表-平方根表-立方根表-倒数表!以及计算复利的指数表等"他
们还发明了表示减与乘的记号"巴比伦数学的最高水平体现在代
数方面"尽管没有一般的代数符号!解法也仅限于给出每一步的具
体计算!但从其所解决的大量问题可以看出!巴比伦人已经有了解
方程的明确概念和方法!并能解决一些方程问题!如!
+%,./01’+$,/$0.’+*,/*0.’+2,/$3./01’+4,/$+/3%,0
.’+(,/350.!/501’+6,/350.!/$75$01’以及多达%&个未
知数-%&个方程的线性方程组"当然!所有的解都只取正值"他们
分别对 809和 80%&求出了下列级数的和#

:
;

<0 %
$<0 $;7 $;= %

:
;

<0 %
<$0 +%*7

$
*;,>:

;

<0 %
<

巴比伦人的几何水平已很高!涉及的问题有#由平行线引出的比
例!勾股定理!三角形和梯形的面积!圆的面积与周长+取 ?0*,!
棱柱和圆柱的体积"对这些内容他们都得到了正确结果!有一块泥

板上还出现了取?0*%@
较好近似值"然而他们给出的正四棱台体
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积公式却是错误的!或者说是有很大误差的"
巴比伦数学的基本特点是它的#算术$代数%性质!几何学是从

属于算术与代数"数学还主要是一门实用技术!没有成为科学!但
他们的绝大部分数学成果都是在公元前 &’((年以前取得的!并且
和埃及数学一起成为希腊数学的先导"

)埃及古代数学*以金字塔闻名于世的埃及!很早就在数学上取得
了引人注目的成就"我们了解埃及古代数学的主要依据!是大约公
元前 &+,(-前 &’,(年间的两份纸草书.莫斯科纸草书与阿默斯
纸草书"前者因其收藏于莫斯科美术博物馆而得名!后者则得名于
原件的书写者!人们还认为!阿默斯纸草书是一部更为古老的数学
著作的抄写本"
埃及人建立了以 &(为基数的数学符号!由于完全没有位值的

概念!他们需要为 &(的每一幂次设计一个新的符号"在埃及古老
的像形文字中!&/&(/&((/&(((分别被记作 &/0/.1或23/1或

43!一般数字是将 &(的各个幂次按加法原则累积而成!例如

567,记作
//...0000888

这就使得数的表示与各种运算都十分烦琐"古代埃及人的加减乘

除运算是完整而正确的"他们发明了形如&919
是自然数3的单位

分数!一般分数则用单位分数的和表示!为此编制了专门的分解
表"除法是根据乘法的逆运算原理或直接用分数分解表实现的"
埃及人解决了一些在今天看来属于代数学范围的问题!有的

相当于一元一次或二次方程!还有的问题涉及等差或等比数列中
的几项"但是!所有这些问题都是用加/减/乘/除/比例等典型的算
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术方法求解的!至多涉及开平方运算!而所谓代数问题的解法是以
比例算法为核心的单假设法!从中难以看出代数学的思想与方法"
金字塔的建造说明埃及人有着丰富的几何知识"实际上!由于

古埃及的主要经济部门是农业!尼罗河水泛滥后土地的重新测量!
兴修水利#营建仓廪等都引起了对几何知识的大量需要"埃及人正
确地计算了正方形#长方形#直角三角形!直角梯形以及能分割成
这些形状的图形的面积!可能也已经知道了勾股定理的某些特殊

情形"如果记面积为$!直径%!则他们的圆面积公式相当于$&’()
%*+!由此可以得到圆周率,的一个很好的近似值-./012)"他们也
正确地计算了立方体#长方体#棱柱#圆柱的体积!特别是以对称的
形式给出了正四棱台的体积公式

3&/-4’5
+65767+*

被后人一语双关地称作最伟大的埃及金字塔!他们的圆台#半球体
积公式则是相当粗糙的"
埃及数学的特征是它的8算术9几何:性质"他们创造了十进制

’但非位值制*记数系统!发展了完整的整数及分数运算!并且运用
比例原理解决了某些代数问题"他们的几何知识达到了很高水平"
所有这些都对希腊数学产生了直接而深远的影响"

;古希腊数学<主要由学派组成的!较早的学派是以泰勒斯为代表
的爱奥尼亚学派!其最主要的贡献是把演绎证明引入到数学中!例
如论证了’/*直径平分其圆周=’+*半圆周角是直角=’-*等腰三角
形之底角相等=’2*两直线相交其对顶角相等=’>*若三角形的一边
和两角为已知!则此三角形为确定"从而便进入了数学发展中所谓
初等数学时期"
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在爱奥尼亚学派之后!相继兴起的是毕达哥拉斯学派!这一学
派带有一定的神秘主义色彩!他们信奉"万物皆数#的信条!认为宇
宙间一切事物$现象都依附于某些数值之间的相互关系%他们的研
究范围属于比例论$初等数论$几何代数等范围!例如他们研究了

"三角形数#$"正方形数#$"多角形数#$"亲和数#$"完全数#以及

"整勾股数#等%并以发现勾股定理而著称于世&西方称勾股定理为
毕达哥拉斯定理’%他们还发现了正方形的边与其对角线不能公度
的问题(
与毕达哥拉斯学派齐名的学派!是以芝诺为代表的悖论学派!

悖论学派创立了一些悖论!给学术界造成极大震动%他们所提出的
悖论分别是)&*’二分说!即一物体从 +到 ,!永远不能到达%&-’
追龟说!即阿基里斯永远追不上乌龟%&.’飞箭静止说!即飞箭在任
一时刻都是在静止的位置上!所谓运动即是静止的总和%&/’运动
场说!即一段时间和其一半相等(他们还研究了物质的连续性$无
限性等!从而为原子学派奠定了思想基础(
原子论学派的代表人物是德漠克利特!他是古希腊的数学家$

哲学家!他认为任何线段$面积$体积都是由有限个不可再分割的
原子所构成!并成功地把这种观点运用于计算之中!所谓计算长
度$面积$体积就等于将这些原子集合在一起(
与悖论学派差不多同时!在雅典出现了诡辩学派!这学派主要

的研究是用数学来解释宇宙的现象!在数学方面!他们提出三大几
何问题!即&*’作一正方形!使与已知圆面积相等!简称为"化圆为
方#%&-’作正方体之一边!使其体积等于已知正方体体积之二倍!
简称为"倍立方#%&.’三等分任意一角!简称为"三等分角#(由于这
三大几何问题的提出!对后世数学增加了许多新的研究课题(
在雅典相继而起的是柏拉图学派!柏拉图是希腊的著名哲学
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家!数学家"他十分注重数学"并非常推崇几何学"以为几何可以培
养思维能力#柏拉图及其学派"使用准确的定义!清晰的题设!严密
的证明和系统的推理"对数学的发展以及对后世的影响"建立了莫
大的功绩#他们研究了棱柱!棱锥!圆柱!圆锥以及五种正多面体"
还研究了无理数理论!比例论理论!圆锥曲线性质等#柏拉图学派
在柏拉图的指导下"培养出不少优秀学生"欧多克斯!亚里士多德
等人都是他的学生#
在雅典"以亚里士多德为首创办了吕园学派#亚里士多德不但

在机械学!物理学!气象学!心理学!伦理学上有所贡献"他最大的
贡献是创立了逻辑学#其逻辑思想影响整个数学界达 $%%%年之
久"而且为欧几里得取得的成功铺平了道路#
公元前 &世纪"亚力山大帝国瓜分为三个国家"最大的为托勒

密王朝#托勒密在亚力山大建立了最大的图书馆"并集中大批优秀
人才进行科学研究"从而使亚力山大变成希腊的文化中心#不久"
亚力山大城就出现了一批著名数学家"其中最杰出的是欧几里得!
阿基米德!阿波罗尼等人’欧几里得总结了希腊的数学"写出十三
卷的(原本)"对数学的公理化体系产生了巨大影响’阿基米德在他
的著作中"记载了关于圆周率的计算"阿基米德螺线的意义"抛物
线弓形面积求法"球和球冠面积求法等’阿波罗尼在他的(圆锥曲
线论)里"论证了抛物线!椭圆!双曲线可由一个圆锥截得"还探讨
了这三种曲线的异同等#
公元 *+,世纪"由于东罗马的入侵"希腊的文化即告终结"所

保留下来的希腊文化遗产"为欧洲的数学发展提供了丰富的营养#

-古印度数学.起源可以追溯到公元前 $%%%年左右"从建筑的遗
迹!出土的器皿上的古代刻划!铭文"可发现某些数学知识#在公元
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前 !世纪"印度出现了数字"经过了千余年的演变"才变成所谓印
度数码"印度人所创造的这套数码和位值记数法"于 #世纪传入阿
拉伯"又经过阿拉伯人的改变"于 $%世纪初期传入欧洲"才形成现
今的形式&在印度创立数码的同时"也建立了一些简单的运算法
则&

$##$年出土一份所谓’巴克沙利手稿("经考证"认为是印度

!)*世纪的遗物"其中记载了用’反演法(解的算术问题"并记载
有最初零的记号’+(&,世纪印度数学家婆罗摩笈多"对整数-分
数-数列-比例-面积-体积以及晷影都有所贡献&例如他求得二次
方程的一根公式"并引入负数及其加-减算法"还给出一次不定方
程的通解的特殊二次不定方程的解&在求解一次不定方程时"他们
使用了所谓’库塔卡(的解法&$.世纪在印度数学家婆什迦罗的

/丽罗娃祗0以及/算法本原0中"也记录了印度在代数方面的某些
成就"他引进了负数的乘-除法运算"认为正数有两个平方根"因而
求得二次方程的两个根&
印度人把希腊人的’全弦("改变为’半弦("即今之正弦线&这

一改变"对三角学的发展起到了积极的推动作用&同一时期阿耶波
多第一次用几何方法把圆周作 .$1++等份"又取半径为 %!%#等
份"制造了正弦线表"还论证了一些简单的三角恒等式2到 $*世
纪"他们建立了关于 3的无穷级数展开式以及反正切级数展开式&
在几何方面"印度人的一些公式不十分严密"虽然给出了一些

几何体的体积算法"如圆锥-圆台的体积近似算法"但却缺少推导
过程&又如给出四边形的面积算法为

4 56 789:;789<;789=;789>;
其中 :"<"=">分别为四边形之各边"8为其周长之半&但他们却疏
忽了这四边形必需内接于圆的条件&
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!阿拉伯数学"公元 #世纪初伊斯兰教创立后$政教合一的伊斯兰
国家迅速统一了阿拉伯半岛并向外扩张$到 %世纪中叶$形成了一
个包括中亚&北非&西班牙在内的庞大帝国’所以(阿拉伯数学)实
际是阿拉伯帝国统治下的各民族学者共同创造的’
阿拉伯很早就受到印度文化的影响$而且通过各种途径也受

到中国文化的影响$与罗马人的战争又使阿拉伯人获得了大量希
腊文化遗产$因而阿拉伯数学从一开始就表现出兼收并蓄&交融发
展的特征’%*+世纪是阿拉伯数学的翻译时期$希腊和印度的大
批天文&数学著作被译为阿拉伯文并被迅速吸收融合$随即进入

+*,-世纪的鼎盛时期’代数学和三角学是阿拉伯人取得了辉煌
成就的领域$数论&几何学方面也有一些创造’重要的数学家有.花
拉子米/约 #%0*%102&巴塔尼/约 %1%*+3+2&阿布尔4维发

/+50*++%2&卡拉吉/,0世纪未*,,世纪初2&奥玛尔4海亚姆/约

,05%*,,-,2&纳西尔丁/约 ,30,*,3#52&卡西/6*,53+2’
%世纪$印度数码传入阿拉伯$经改造后于 ,3世纪传入欧洲$

成为近代计算的三大动力之一$这是对数学发展的一个重要贡献’
阿拉伯数学家系统地论述了整数&分数&无理数的各种算法$熟知
比例算法$却排斥了负数/据说个别学者偶尔使用过2’他们的格子
乘法曾广泛流行于欧洲并传入中国’
在代数学方面$花拉子米系统地研究了一次&二次方程的分类

和解法$他已注意到二次方程有两个根&但总是排斥负根$而且从
他开始$他们的代数著作都用文字叙述$没有接受印度人的缩写记
法’卡拉吉重复了花拉子米关于一次及二次方程的工作’并且研
究了可根据二次方程的原理求解的双 7次方程$系统地研究了多
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项式的运算!还证明了"
#

$% &
$"
#

$% &
$’("

#

$% &
$)的求和公式*奥玛尔+海

亚姆的三次方程研究在阿拉伯代数学中有重要地位*他对三次方
程作了细致的分类!并且研究了利用圆锥曲线的交点求出这些方
程解的几何解法*他还讨论了二项式的展开*&,世纪!卡西受到中
国宋元数学的影响!给出了一般的二项式系数表!研究了高次方程
近似解法!并明确认识了指数运算法则 -.+-#%-./#!-.0-#%

-.1#*在 &&2&)世纪阿拉伯人的数学著作中还多次出现了中国的
盈不足术!称之为天秤术或契丹算法*
阿拉伯人研究了一些二次(三次不定方程!例如 3)/4)%5’!

3’14’%5)!3’4)%5’!3)/&63’%4’的整数解!3’14)%5’!3)/4’

%5)的分数解等*还曾有人试图证明 3)/4’%5)没有整数解!即
费尔马大定理的一个特例*阿拉伯人的数论成就还有泰比特+伊
本+柯拉7约 8’92:6&;推求亲和数的一个法则*
阿拉伯的几何学中既有简单(实用的测量与计算!也继承了希

腊几何学的某些理论传统*从:世纪开始!有不少阿拉伯数学家研
究过欧几里得的平行线!作过试证平行公设的努力!其中有泰比特

+伊本+柯拉(奥玛尔+海牙姆(纳西尔丁等!这些工作一直影响
着 &8世纪以前欧洲平行线理论的发展*此外!阿布尔+维发首创
直尺与定脚圆规作图的研究*&,世纪!卡西运用阿基米德的方法
研究圆的度量问题!得出圆周率的 &<位准确数字*打破了中国祖
冲之保持 :66多年的记录!并在中国以外最先使用了十进小数*
阿拉伯人以希腊人和印度人的工作为基础!对三角学的研究

达到了一个全新的阶段*大约与花拉子米同时的摩瓦兹7以哈巴士
之名著称;因测量日晷影长考虑了=直阴影>和=反阴影>7分别相当
于余切和正切线值;!也有记载说这是巴塔尼的工作*巴塔尼从代
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数角度出发研究了多种三角关系式和各种斜三角形的解法!并发
现了球面三角的余弦定理"阿布尔#维发明确地引入了正切$余
切$正割$余割$并把包括正弦$余弦在内的所有三角线都定义在一
个圆上"他编制了间隔为 %&’的正弦表$正切表!证明了正弦的半
角及倍角公式"%(世纪!纳西尔丁在两部三角学专著中完成了它
的系统化!使之成为一个独立于天文学的数学分支"比欧洲的同类
工作早了 )**年"
还应该指出!除了具体的数学工作外!阿拉伯数学以其保存希

腊古代著作!吸收和发展希腊$印度及中国古代数学成果!及其对
欧洲中世纪与文艺复兴时期数学的巨大影响!在世界数学史上起
着沟通东西!继往开来的重要作用"

+中世纪数学,从 &世纪西罗马帝国灭亡到 %)世纪!一般称之为黑
暗的-中世纪.!在欧洲罗马对数学仅有一些粗浅的记载"文艺复兴
时代的初期!由于十字军东征!使欧洲人获得大批希腊人和阿拉伯
人的著作!欧洲人对这些学术著作倍感兴趣!因而在欧洲掀起了学
习$翻译希腊著作的高潮"他们翻译了希腊的欧几里得$阿基米德$
海伦$德奥多西阿$托勒密$亚里士多德等人的著作!也把阿拉伯的
阿尔#花拉子米等人的著作译成拉丁文!使得即将失传的著作能
得以复活"既给欧洲人增加了新鲜血液!又为文艺复兴的科学发展
作了准备"%(世纪初期!意大利的斐波纳契/算盘书0传入欧洲!引
起欧洲人极大兴趣"在/算盘书0里介绍了很多希腊$阿拉伯的数学
知识!还引进了印度1阿拉伯数码"例如介绍了整数$分数的计算方
法!还介绍了比例计算$利息计算$算术级数算法$几何级数算法以
及斐波纳契级数的算法等"在此之后!欧洲人不但学习$研究了希
腊$阿拉伯的著作!也开始建立自己的数学!并分别在法国$英国$
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意大利!德国等地的大学开设了数学学科"这些大学以后都成为数
学发展的基地#
文艺复兴时期"由于艺术家所创建的透视法"逐步形成了射影

几何学$在斐波纳契%算盘书&之后"欧洲也出版了一些数学著作"
从而促进了十进分数的理论及其运算的发展$’(世纪初期"最出
色的数学成就"是意大利数学家发现了三次!四次方程的代数解
法"有的使用了虚数"还改进了当时的数学符号$在三角学发展方
面"欧洲人也把三角学从天文学独立出来"使之成为一门独立的学
科"并重新定义了各种三角函数的概念"还编制了非常精密的三角
函数表#
中世纪"欧洲数学是在吸收并消化希腊!阿拉伯的数学知识之

后才逐渐得到了发展的#

)近代数学史*指 ’+,’-世纪的数学发展概况#具体来说"就是自
笛卡儿!费马创立了解析几何之后"把变量引入到数学中"使数学
拓展了新的领域$而牛顿!莱布尼茨创立了微积分学$纳白尔!比尔
吉发明了对数$巴斯卡!费马!惠更斯兴起了概率论$使得 ’+世纪
欧洲数学由定量数学发展成为变量数学"并达到了一定的高峰"称
为古典高等数学时期#到 ’.世纪"在数学里"逐渐形成几何学!代
数学!分析学的三大分支$尤其是欧拉把以曲线为主要研究对象的
微积分学拓广成以函数为主要对象"使微积分学提到极高的层次"
又由于实际的需要"出现了微分方程"不久使得微分方程成为一支
重要的学科#到 ’-世纪"由于非欧几何的诞生"射影几何的复兴"
分析学的严格化"数学的公理化"成为当时的主要研究对象$并为

/0世纪的数学发展"作了必要而充分的准备#
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!"#世纪数学$数学史上的辉煌时期%"#世纪初期继续着上一世纪
的研究%&’年代(费尔马与笛卡儿分别以古希腊的圆锥曲线理论
为基础(通过引入坐标和变量的概念建立了几何中的曲线与代数
中的方程之间的内在联系(创立了解析几何学%费尔马的著作完成
于 ")&’年左右(虽然到 ")#*年才得以出版(但其思想与方法已在
同时代人中产生了影响(笛卡儿的+几何学,作为其巨著+方法论,
的附录(于 ")&#年正式出版(标志着解析几何的诞生(并为微积分
的创立做了准备%微积分是 "#世纪最辉煌的数学创造(也是自希
腊时代以来数学中一系列重要创造的继续和发展(尤其是自文艺
复兴以来(由于科学技术中各种实际问题的推动(对变速运动规律
的研究(对曲线切线-函数极值-物体重心和引力的研究(以及对曲
线-曲面各种度量问题的研究(到 "#世纪中期已经积累了大量具
体成果和方法%")))年 "’月(牛顿完成了第一篇系统的微积分论
文(此后在将近 .’年的时间里不断改进和发展了这一理论%莱布
尼茨于 ")#&年左右独立于牛顿接触到微积分的实质性问题(大约
在 ")#/年完成了创建微积分的工作%与牛顿的工作相比(他更注
重于发展微积分的形式化算法和建立一套简洁-明确而有效的符
号(他于 ")0.年先于牛顿发表了第一篇微积分论文%牛顿和莱布
尼茨的历史功绩在于从众多零散成果中确立了微积分的基本概

念(普遍方法和一般形式(使之最终成为一门完整而统一的数学分
支%"#世纪(在几何领域发生的另一场重大变革就是射影几何的
建立%")&*年(笛沙格在一篇论文中把无穷远元素引入几何学(得
到射影几何中的一些基本命题(特别是1笛沙格定理2(是全部射影
几何的基本定理%通过研究笛沙格的著作(巴斯卡得到射影几何中
另一些重要定理(尤其是著名的巴斯卡定理(并于 ").’年发表了

+圆锥曲线论,是自阿波罗尼奥斯以来圆锥曲线论的最大进步%
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!"世纪#由于使用字母系数而使证明有了一种尺度#代数学
已上升为一门科学#方法和理论都得以大大扩展#!$%"年#笛卡儿
在&几何学’中给出了关于高次方程正根与负根个数的笛卡儿符号
法则(!$)%年#巴斯卡在&论算术三角形’一书*!$$)年出版+中深
入地讨论了二项式系数和基本的组合关系#并给出了数学归纳法
的最早陈述(!$$)年#牛顿给出了有理指数的二项式定理#!$"!年
他又给出了求方程实根近似值的牛顿法(!$,%年#莱布尼茨创立
了行列式理论(

!"世纪的数论主要是在费尔马的推动下进步的#他给出了关
于素数-完全数-亲和数-不定方程等方面的许多重要结果#但通常
只是给出命题却很少证明(其证明大多由欧拉和拉格朗日在!.世
纪给出#而最著名的费尔马大定理至今仍未获得证明(此外#默森
尼研究了形如 /01!*0为素数+的素数#笛卡儿给出了一条探索亲
和数的规则(莱布尼茨得到了后人所说的用于素数检验的威尔逊
定理(

!$)2年#巴斯卡与费尔马在通信中讨论了3赌博中断问题4#
从而共同创立了概率论(在此基础上#!$)"年惠更斯发表了概率
论的第一篇正式论文55&论赌博中的推理’#其中首次引入了3数
学期望4这一重要概念(
这一时期计算技术的一个十分引人注目的进步是原始计算机

的发明#!$/%年#德国科学家席卡德制造了第一台机械计算机的
模型(!$2/年#巴斯卡制成了第一台可供实用的计算加减法的机
械#!$"!年#莱布尼茨制成了可进行乘除运算的计算机(这些工作
标志着计算开始由手工时代进入机械时代#并成为后世电子计算
机的源头(

!"世纪的数学不仅由于解析几何与微积分的创立而成为近
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代数学的开端!它在数学成果"方法与思想各方面的丰富创造也对
后世数学的发展产生了极为深远的影响#

$%&世纪数学’%&世纪最引人注目的是微积分的迅速发展并发挥
出巨大威力!一些重要概念被不断明确和深化!一些强有力的方法
被建立!%&世纪中叶!多元微积分的概念与方法也已初步建立#
%()&年!欧拉出版了*无穷分析引论+!标志着微积分发展的一个
新阶段!与此同时!微积分向更加广阔的领域扩展!产生了无穷级
数"常微分方程"偏微分方程"变分法等重要分支!从而使现代数学
中最广阔的领域,,数学分析初具规模#这些进展主要是伯努利
家族"泰勒"欧拉"克莱罗"达朗贝尔"拉格朗日"拉普拉斯等人的推
动下实现的#
与分析领域的巨大成就相比!其他领域略为逊色!但仍有十分

明显的进步#
%(%-年!雅各布.伯努利的遗著*猜度术+出版!这是概率论

的第一部专著!对早期概率论作了全面总结#随后!棣莫弗在*机会
论+/%(%&0"*分析杂论+/%(-10中给出了大量新内容!%(((年!法
国人蒲产提出了著名的2投针问题3!开始了几何概率的研究#
解析几何的进步与微分几何的创建交织在一起#%(1)年!牛

顿发表*三次曲线+"研究了 (&种可能情形中的 (4种!%(%5年!约
翰.伯努利引入了三个坐标面!%(-%年!克莱罗开创了空间曲线
理论!是三维微分几何的第一个重大发展#此后!欧拉对解析几何"
空间曲线与曲面理论都有重要贡献!%&世纪末至 %6世纪初!经过
蒙日及其学生们的努力!终于把微分几何作为一门独立的学科建
立起来!同时他还是画法几何的奠基人#
在代数学方面!对五次以上代数方程公式解的探讨仍在继续!
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其中拉格朗日的工作对!"世纪群论的诞生有着重要意义#线性方
程组及行列式已经建立了独立而系统化的理论#!$""年%高斯继
承欧拉&达朗贝尔&拉格朗日的工作%终于给出了代数基本定理的
第一个证明#

!’世纪的数论主要是由欧拉推动的%他证明了费尔马提出的
许多数论命题%系统地探讨了亲和数%并提出了二次互反律%这是

!’世纪数论中最富创造性的成果%于 !’(!年被高斯证明%并称之
为)算术中的宝石*#哥德巴赫+!$,-.与华林+!$$(.分别提出了他
们的著名猜想%成为后世数论中的重大课题#!’世纪后期%拉格朗
日&勒让德也有重要的工作#与 !$世纪相比#!’世纪的数学虽然
没有提供那样众多新颖而基本的概念与方法%却施展了高度的技
巧%并根据科学技术特别是力学与天文学的需要%提出和解决了大
量新的问题#在数学方法上则完成了从几何方法向解析方法的转
变#!’世纪的数学在迅速发展的同时也暴露出其弱点/忽略了数
学方法与基础的严密性%从而导致了一系列矛盾%而 !’世纪的数
学家对此似乎并不十分担心#这一时期的数学家大多又是物理学
家%人们坚信概念与方法在物理学上的正确性保证了它们在数学
上的正确性#

0!"世纪数学1!’(!年高斯发表了2算术探究3一书%表面看来似是

)算术*著作%但实际是一部非常严格的数论专著4书中不但建立了
严格论证的典范%还表达了追求严密论证的思想#!’5$年%狄利克
雷在高斯的基础上%进一步开辟了解析数学论的新领域4之后%黎
曼的工作也促进了解析数论的发展#
高斯&罗巴切夫斯基&鲍耶各自独立地发现了非欧几何学%从

而打破了 -(((年来欧几里得几何学一统天下的局面#!"世纪 -(
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年代!高斯开拓了微分几何学!经过黎曼的工作发扬了微分几何学
的研究!并建立了任意维空间内蕴几何学"
在 #$世纪!微积分学的严格化成了当务之急!而柯西对微积

分学严格化起到了巨大作用%此外!魏尔斯特拉斯发展了柯西的论
说!提出用&’(定义极限概念!并给予函数连续性的确切定义以及
一致收敛的定义!使得微积分学以至分析学趋于完善的境界%尤其
魏尔斯特拉斯)康托尔)戴德金等人建立了无理数的精密定义之
后!更使得分析学达到完善的地步"
在级数方面!#*++年!傅立叶不仅扩展了偏微分方程的研究!

而且还提出三角级数的研究!从而获得许多丰硕的成果"到 ,-年
代!伽罗瓦创造性地提出代数的最基本的结构..群论!也是抽象
代数的重要组成部分"

#*$$年!希尔伯特发表/几何基础0!书中阐述了欧几里得几
何学的公理系统%因而数学家们为数学的各个分支纷纷建立各自
的公理体系!于是形成数学走向公理化的高朝"#$--年!希尔伯特
在第二届国际数学家大会上作了题为1数学问题2的报告!提出当
时数学中尚未解决的 +,个问题!这既是 #$世纪的未决问题!又是

+-世纪数学的发展方向"

3赵爽4中国古代数学家"字君卿"约生活于东汉末至三国时代"研
究过张衡的天文数学著作/灵宪0和刘洪的/乾象历0"他为/周髀算
经0作序并逐段对经文作详细注解"他撰成1勾股圆方图2注!附录
于/骨髀算经0首章的注文中!附图六张!简明总结了后汉时期勾股
算术的辉煌成就"他重新叙述了勾股原理并严加证明!然后用短短

5--余字写出了 +-多条与勾股原理有关的命题!并给予严谨证
明"他将勾股定理表述为61勾)股各自乘!并之为弦实"开方除之!
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即弦!"证明方法为#$按弦图%又可以勾股以相乘为朱实二%倍之为
朱实四"以勾股之差自相乘为中黄实%加差实一%亦成弦实!"证法
的基本思想是#图形经过割补后%面积不变"这种方法后来发展为
演段术%成为中国古代数学方法的特色之一"虽然赵爽证明勾股原
理比古希腊数学家毕达哥拉斯及欧几里得为晚%但他用面积理论
证明的具体步骤是十分精巧的"印度数学家婆什迦罗二世曾用过
类似的证明方法%但晚了约&’’年"赵爽在(勾股圆方图)中还研究
了二次方程问题%得出了世界上最早的求根公式之一%并得出与

$韦达定理!类似的结果"他对分数也有研究%是$齐同术!的创始
人%在计算天文问题时将$齐同术!应用于乘除法"在(日高图)下的
注文中%他用面积证明了$日高术!%这后世中国$重差术!的发展%
奠定了理论基础"

*刘徽+中国古代数学家"约生活于魏,晋期间"据(隋书-律历
志)称#$魏陈留王景元四年./012刘徽注(九章)!"他在长期精心研
究(九章算术)的基础上%采用高理论%精计算%潜心为(九章)撰写
注解文字"他的注解内容详细,丰富%并纠正了原书流传下来的一
些错误%更有大量新颖见解%创造了许多数学原理并严加证明%然
后应用于各种算法之中%成为中国传统数学理论体系的奠基者之
一"如他说#$徽幼习(九章)%长再详览"观阴阳之割裂%总算术之
根源%探赜之暇%遂悟其意"是以敢竭顽鲁%采其所见%为之作注!"
又说#$析理以辞%解体用图"庶亦约而能周%通而不黩%览之者思过
半矣"!他除为(九章)作注外%还撰写过(重差)一卷%唐代改称为

(海岛算经)"他的主要贡献在于创造了割圆术%运用极限观念计算
圆面积和圆周率3创造十进分数,小单位数及求微数思想3定义许
多重要数学概念%强调$率!的作用3运用直角三角形性质建立并推
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广重差术!形成特有的准确测量方法"提出#刘徽原理$!形成直线
型立体体积算法的理论体系!在例证方面!他采用模型%图形%例题
来论证或推广有关算法!加强说服力和应用性!形成中国传统数学
风格"他采用严肃%认真%客观的精神!差别粗糙%错误的论述!创造
精细%有逻辑的观点!以理服人!为后世学人树立良好的学风"在等
差%等比级数方面也有一些涉及和创意&经他注释的’九章算术(影
响%支配中国古代数学的发展 )***余年!是东方数学的典范之一!
与希腊欧几里得+约前 ,,*-./01的’原本(所代表的古代西方数
学交相辉映&

2祖冲之3+4.5-0**1 中国南北朝时期数学家%科学家&字文远&
范阳郡遒县+今河北涞源1人&虽原籍北方!但几代祖先都在江南做
官且通晓历法&祖父掌管土木工程建筑!父亲也学识渊博&他从小
有机会接受家传科学知识!青年时代进入专门研究学术的华林学
省学习研究&一生中先后任过多处官职&他在天文历法%机械%数
学等方面卓有成就&他计算出圆周率 6的真值在 ,7)4)05.8+肭
数1和 ,7)4)05./+盈数1之间!分数形式的 6值为9约率 ..:/+;,<
)41!密率 ,00:)),+;,7)4)05.51!是当时世界上最先进的成就&
他和儿子祖%共同圆满解决了球体积的计算问题!得到正确的球
体积公式!提出#刘祖原理$!比后来西方所称的#卡瓦列里+)05=-
)84/1原理$早 )***多年&他们父子所著的算书’缀术(被列为’算
经十书(之一!唐代为算学必修课本之一!可惜书已失传&祖冲之创
制了’大明历(!最早把岁差引进历法!采用 ,5)年 )44闰的闰法!
并作出几项新规定!开辟了历法史新纪元&他设计制造了水碓磨%
铜机指南车%#千里船$等多种巧妙的机械设施&他还精通音律!写
过小说&据各种史籍记载!他的著述很多!可惜绝大部分已失传&
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!祖%"#约 $%&世纪’ 中国南朝数学家(天文学家)字景烁)祖
冲之之子)继承父愿*三次上书政府建议采用+大明历,*终如所愿)
他修著完成+缀术,一书*并自著有+漏刻经,(+天文录,等书*可惜
也多失传)祖冲之父子为中国古代数学及科技发展做出了杰出贡
献)

!王孝通"中国唐代数学家(天文学家)唐初任历算博士*曾任通直
郎太史丞*并参加修历工作)著有+缉古算经,*被列为+算经十书,
之一)它是中国及世界现存古算书中(最早提出三次方程代数解法
的著作)他对三次方程系数的称谓-实(方(廉(隅与刘徽开立方术
注文是相一致的*可以认为是对+九章算术,开立方术的发展)他在
利用勾股术进行几何计算方面也有创新)他的成就解决了当时工
程中出现的大量问题*在学术上和应用上都有重要价值)他用几何
方法和技巧建立了三次方程的各项系数*但限于当时的数学水平*
未能给出列方程的一般方法*对方程计算也仅取其正根)他的著作
词意深奥*不易通晓*以致后世出现大量评注之作)但他的成就仍
为宋(元时期.天元术/的发展奠定了基础*在中国古代数学史上占
有重要地位)

!张遂"#&01%232’ 中国唐代数学家(天文学家)魏州昌乐#今河
南南乐’人)他自幼学习历象*34岁出家*取名一行*后世亦称僧一
行)以学识渊博闻名)曾跟随善无畏(金刚智等研究佛经和天文数
学*参加翻译+大日经,的工作)亲自起草并主持编制了+大衍历,*
这一历法比唐代已有的其他历法都精密*行用近百年)他在+大衍
历,中创造.步日躔术/*利用自变量不等间距二次内插法*推广了
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刘焯的!关于太阳运行不等速"的内插法公式#还使用了具有正弦
函数性质的表格和含有三次差的近似内插公式#他还改进制造天
文仪器以观测天象$发起并主持了大规模的全国天文大地测量$实
现了世界上最早的子午线实测$比西方最早的子午线实测早 %&
年#

’贾宪(中国宋代数学家#曾著有)黄帝九章算法细草*九卷及)算法
*古集*二卷$惜均已失传#在杨辉的著作)详解九章算法*及其附
录)九章算法篡类*中记录了贾宪的部分工作$得以知道他在任意
高次方程数值解法方面所作出的卓越贡献#他创造了!立成释锁平
方法"+!增乘开平方法"+!贾宪立成释锁立方法"+!增乘开立方
法"#!释锁"是宋元数学家开方或解数字方程的代用名词$!立成"
是唐以后推算各种数据时所用的算表的通称#贾宪的方法就是利
用算表进行开方计算#他的算表是指数为正整数的二项式,,-.
/012-234$5$6$71的展开式各项系数的排列$称为!开方作法本
源"图#这一发现比西方所称的!帕斯卡三角形"早 7&&多年#他的

!增乘开方法"也比现在流行的鲁菲尼8霍纳方法早 9:&年$演算步
骤基本相同#

’沈括(-4&;;,4&%91 中国北宋科学家+政治家#字存中#自幼随
父走南闯北$见多识广#父亲为官吏$母亲精通文理$对他早年学习
有一定作用#45岁入学堂$博览群书$接触社会较多#先后任过主
簿+县令+司理参军+司天监+军器监+安抚使等许多官职#在各种任
职期间$治理水土$编校书籍$研究天文历法$改进天象观测议器+
计时仪器$主持编修)奉元历*$研究军事知识$改进兵械$推行新
法$改革盐钞$修正役法$抗击外族侵扰$做出了大量有声有色的政
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绩!"#$%年移居润州&今镇江’的梦溪园私宅(倾毕生余力(潜心著
述!"#$$年前后完成不朽科学巨著)梦溪笔谈*!现存传本 +,卷(
)补笔谈*-卷()续笔谈*"卷(共 -#卷!这部内容丰富的学术著作
有关科学技术的约 +##多条(内容涉及数学.物理.化学.天文.地
质.地理.气象.工程技术.生物.医学等多种学科!数学方面(他在

)梦溪笔谈*卷十八)技艺*中(创立了二阶等差级数求和的一种方
法/隙积术0以及求弓形的底和弧长的一种方法/会圆术0!他将数
学知识广泛应用于天文.历法.工程.军事中(得出不少重要结果!
在物理学方面(他最早发现了地磁偏角的存在(阐述凹镜成像原
理(研究共振规律等!在地质学方面(他利用地形研究水的浸蚀作
用1从岩石中的生物遗迹(推知冲积平原形成的过程!在医学方面(
他精究药用植物与医学(缉成)良方*十卷!此外(他首先提出石油
的命名1发明木屑面糊溶蜡的地势模型法1对当时的活字印刷术.
炼钢.炼铜等最新的科学技术做了全面细致的阐述!他的这部巨著
不仅是中国古代科学史的杰作(也是世界科技资料库中的一份宝
贵遗产!他是中外学者公认的卓越科学家(被李约瑟尊称为/中国
科学史上的坐标0!

2秦九韶3&约 "+#+4"+,"’ 中国南宋数学家!字道古!普州安岳

&今四川安岳’人!父亲秦季0曾为南宋官吏!他早年随父迁居(先
后向太史./隐君子0等人拜师求学!后曾在江南多处地方做官(饱
经战争忧患!因政界内部倾轧(补贬梅州&今广东省梅县’(不久便
死于任所!他自幼聪颖(涉猎广泛(/星象.音律.算术以至营造等事
无不精究0!"+55年(母亲故去(他为母守孝期间(潜心研究著述(
于 "+5%年完成杰作)数书九章*(南宋时称为)数学大略*或)数术
大略*(明代又称为)数学九章*!全书共 "$卷($"题(分为 6类(每
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类!题"内容涉及卜卦#天文历法#田亩#测量#运输#税收#仓储#营
建#军事#市场交易等多种实际问题$体现了秦九韶%设为问答以拟
于用&的思想"他创造的求解一次同余式组的%大衍求一术&以及发
展完成的求高次方程正根的%增乘开方法&$在世界数学史上占有
崇高的地位"他的同余式组的解法比西方由高斯建立的解决同样
问题的理论早 ’’(年)他的高次方程求正根的方法比西方完全相
同的%霍纳法&早’*+年"此外$他还独立发现了与古希腊海伦公式
等价的三角形求积公式)改进了线性方程组解法$使运算更加迅捷
简便",数书九章-不仅是一部数学专著$还翔实地反映了南宋的社
会经济状况$成为非常有价值的历史资料"中外学者对秦九韶和他
的杰作,数书九章-做了大量的研究工作$发表了许多重要研究成
果"

.李冶/011!+21+*!3 中国金元时期数学家"字仁卿$号敬斋"真
定府栾城县0今河北栾城3人"生于大兴城0北京3$童年到元氏县

0今河北元氏县3求学$%自幼喜算术&"1+45年考中%词赋进士&"曾
到钧州0今河南禹县3居官两年"因战乱而放弃功名$元世祖忽必烈
多次召见均辞官不受"(5岁后便潜心从事数学研究"先后隐居于
崞山0今山西崞县3桐川及元氏封龙山$著书讲学$自得其乐"生平
著述颇多$惜多已失传$他的得意之作,测圆海镜-及,益古演段-作
为重要的数学遗产而流传到今"他在临终时曾说6吾平生著述$死
后可尽燔去$独,测圆海镜-一书$虽九九小数$吾常精思致力焉$后
世必有知者&"他于 1+(7年著成,沿圆海镜-十二卷$系统讲述%天
元术&$发展了高次方程的建立和表示方法$开创了中国的符号代
数学$所论内容均与勾股形#内切圆$旁切圆#直径等几何图形有
关"无论在内容上或方法上对传统数学都有较大的扩充与发展"
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!"#$年%他在前人蒋周的&益古集’的数学成果基础上%写成了&益
古演段’三卷%普及天元术%内容大多涉及平面图形间的面积关系%
用天元术和等积变换求解%相当于现代的代数和方程解法(清代学
者阮元称&测圆海镜’是)中土数学之宝书*%李善兰称它是)中华算
书实无有胜于此者*(

+杨辉,中国南宋末数学家(字谦光(生卒年不详%约生活于 !-世
纪(钱塘.今浙江杭州/人(虽然有关他的生平资料极少%但他编著
的大量数学著作尚有多种流传迄今(使后人得以对当时数学的发
展情况有较多了解%对早期已失传的一些数学著作可略知一二(据
记载%他所编著的数学书共 #部 "!卷0&详解九章算法’!"卷

.!"1!/2&日用算法’"卷.!"1"/2&乘除通变本末’-卷.!"34/2&田
亩比类乘除捷法’"卷.!"3#/2&续古摘奇算法’"卷.!"3#/(他在研
究高阶等差级数的)垛积术*以及组合数学的)纵横图.幻方/*方面
有独到的见解和成就(他尤为重视数学中计算方法的简捷和应用
性%主张)须责实用*的思想(他不仅是著述甚丰的数学家%还是杰
出的古代数学教育家(他的著作多是为普及数学知识和推广简捷
的计算方法而编著%还制定了)习算纲目*这样的明确实用的数学
教学计划(他提倡循序渐进2熟读精思2以简见繁2举一反三2触类
旁通的教学和学习方法(他编写的算书广泛引证古代数学典籍%使
数学史上大量宝贵资料得以保存%具有很高的科学价值(他的数学
教学思想和教学方法%至今仍有重要的参考作用(

+朱世杰,.!-55前后/ 中国元代数学家(字汉卿%号松庭(生卒年
不详%约生活于 !"世纪末 !-世纪初(寓居燕山.今北京附近/(曾
长期以数学研究和数学教育为业游学四方(著有&算学启蒙’三卷
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!"#$$%和&四元玉鉴’三卷!"()(%传世*他的学术活动时间大约在

"(世纪末 #)年到 "+世纪初 #)年之间*&算学启蒙’从简单的四
则运算出发,逐步深入到高次开方-天元术等高深内容,体系完整,
可算是当时较好的一部数学启蒙教科书,曾流传至朝鲜和日本*
&四元玉鉴’重在阐述高次方程组!四元以内%解法-高阶等差级数
求和-高次内插法等当时较高深的数学问题*在这几方面都获得了
当时领先于世界数学水平的成果*他的可推广为任意高次的招差
法公式,比西方早+))余年*清代罗士琳在&畴人传.续编’中评论
他说/0汉卿在宋-元间,与秦道古!秦九韶%-李仁卿!李冶%可称鼎
足而三*道古正负开方,仁卿天元如积,皆足上-下千古,汉卿又兼
包众有,充类尽量,神而明之,尤超越乎秦-李之上*1他和秦九韶-
李冶-杨辉一起被称为宋-元数学四大名家*由于他们的努力-使
宋-元时期的中国数学在许多方面都居于世界前列*

2王恂3!"#(45"#6"% 中国元代天文学家-数学家*字敬甫*中山
唐县!今河北唐县%人*幼年随父学习数学-天文-后到邢台附近的
紫金山师从刘秉忠!忽必烈的谋臣%学习天文历法和数学,与郭守
敬同学*元世祖至元十三年!"#78%,他奉命与郭守敬一道组织太史
局!"#7$改称太史院%,以数学家身份主持改历工作,任太史令,承
担天文观测和计算方面的任务*"#6)年编成&授时历’新历*他虽
无专著传世,但在编制新历过程中,多次使用三次内插法,并制造
了三次差分表9第一次研究了球面上弧与弧的关系9把高次方程用
于历法研究9这些突出成就在当时世界数学发展中也居于领先地
位*后人曾赞誉他为0算术冠一时1的数学家*

2项名达3!"76$5"64)% 中国清代数学家*原名万准,字步莱,号
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梅侣!浙江仁和"今杭州#人$祖籍安徽歙县!%&%’年中举人$考授
国子监学正!%&(’年中进士$改署知县$未就职!曾与友人研讨数
学多年$担任过余杭苕南书院主讲"%&)*前#$后在紫阳书院执教!
%&+’年冬休职还家!主要数学著作有,勾股六术-%卷"%&(.#/,三
角和较术-%卷"%&+)#/,开诸乘方捷术-%卷"%&+.#/合刻为,下学

0算学三种-印行!前两种内容浅显易懂$对勾股形/平面三角形/
球面三角形的各边及其和/差的互求关系$做了较系统的分类总
结!后一种提出了幂指数为 %12的二项式定理以及用逐次逼近法
开 2次方的递推公式!在他晚年又集中精力撰写了,象数一原-’
卷"%&+3#$主要论述三角函数幂级数展开式问题$推广了明安图和
董-诚的结果$得到两个新公式$还推导出椭圆周长公式等!由于
年老病重$他的最后著述未能完成!遵其嘱托$友人戴煦于%&.*年
补写完成$并为椭圆求周术补作图解 %卷$故现传本,象数一原-共

*卷!项名达用初等方法求得椭圆周长的级数表达式$与用近代椭
圆积分所得完全相同$实为难能可贵!

4赵友钦5中国宋/元时期数学家!字子公!鄱阳人!生卒年不详$
约生活于%)世纪后期!原为宋宗室子弟$南宋亡前后隐遁埋名$研
究数术/天象之类$世人称为缘督先生!著有,革象新书-.卷!其中
第五卷6乾象周髀7篇内记载了他关于圆周率的研究!他继承了刘
徽的割圆思想和方法$从圆内接正方形算起$依次计算出正 +8(2

"29:$%$($;$%%$%(#边形的一边之长"最多为 +8(%(9%’)&+边
形#!证明了 <9)..1%%)的精确性$并与以往历代数学家所求的 <
值比较$认为取<值为)..1%%)最为准确!他指出了圆内接正多边
形的分割6;初之小方$渐加渐展$渐满渐实!角数愈多而其为方者
不复为方而为圆矣7!正是刘徽割圆极限思想的通俗解释!
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!王文素"中国 #$世纪数学家%结合当时的社会需要介绍商业数
学&著有’新集通证古今算学宝鉴()#*+,-简称’算学宝鉴(&内容十
分丰富包括河图洛书.纵横图.筹算术.珠算术等%受杨辉的影响&
书中记载了许多纵横图式%王文素对纵横图作过研究&虽然大部分
图式与杨辉的雷同&但也有一些独立的成果%当时珠算术已兴起&
但王文素尚未充分认识到珠算术的优越性&只叙述介绍了一些珠
算加减法口诀如/一起四作五0%/无一去五下还四0等%’算学宝
鉴(主要介绍筹算方法&给出了筹算的除法口诀&如一归的撞归&起
一口诀等%王文素与程大位同时代&都对实用算术的发展做出过贡
献&但其影响远不如程大位%

!吴敬"中国明代数学家%字信民&号主一翁%浙江仁和)今杭州-人%
生卒年不详&约生活于#*世纪%曾任浙江布政使司的幕府&掌管全
省田赋和税改的会计工作%以善算而闻名当地%#,*1年撰成’九章
算法比类大全(#1卷&包括商业实用算术.各种开方术等 #111多
个问题%首次给出国外流行的格子乘法&称之为/写算0乘法%书中
还有/不用算盘&至无差误0等句&是迄今所发现的较早提及算盘的
数学著作之一%他在中国古算的普及和广泛应用于生产.生活实践
方面做了重要工作%

!程大位")#*223#$1$- 中国明代数学家.珠算家%字汝思&号宾
渠%安徽休宁人%少年时博览群书&尤其对书法和算学有兴趣%一
生未做官%+1岁起在长江中.下游一带经商&精于计算&并遍访名
师.搜集数学古籍%,1岁左右退居还家&潜心算学研究&$1岁时

)#*4+-著成’直指算法统宗(#5卷)简称’算法统宗(-&并详述编写
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经过!书中详细记载了珠算盘的定位方法和加减乘除口诀"最早提
出了用珠算开平方和开立方的方法"珠算口诀已趋完备"系统总结
了珠算术的理论!这是中国古算书中印行数量最多#流传和影响最
广的一部著作!明朝末年"曾传入朝鲜#日本及东南亚各地"对传播
和普及珠算算法"起到重要作用!书中还收录了宋元以来各种数学
书目 $%种#指算速算法&一掌金’#多种纵横图(即幻方)#及由伊斯
兰国家传来的&铺地锦’乘法(格子乘法)等!%$*+年"他对这部书
进行删节"取其切要部分"另编为,算法纂要-.卷"在安徽屯溪刊
行!

/徐光启0(%$123%144) 中国明末科学家!字子先"号玄扈!上海
徐家汇人!生于上海"卒于北京!.5岁以前曾以教书为业!.%岁
时(%154)入天主教会"认为天主可&补益王化"左右儒术"救正佛
法’!.5岁时(%15.)在北京参加会试中进士"入翰林院!后几经迁
升"临终前官至文渊阁大学士!他是中国介绍和吸收欧洲科学技术
知识的先驱和积极推动者"认为科学技术可富国强兵"有益民用!
他在数学#天文学#农学等方面均做出了重要贡献!%1563%1%2年
间"他与利玛窦(%$$23%1%5)合作相继译出,几何原本-前 1卷

(%156)#,测量法义-(%156)#,简平仪说-(%1%%)#,泰西水法-
(%1%2)等著作"最早将欧几里得几何学及其严密的逻辑体系和推
理方法#西方的三角学和测量术等引入中国!他还亲自撰写了,测
量异同-和,勾股义-"进行中西比较和借鉴!%1%4年后"他的注意
力转向农学"编著了,农政全书-15卷(%12$3%12+)"包括历代农
书的精华#欧洲一些先进的科学知识及他本人的研究成果"这是一
部促进中国农学发展的重要著作!%12*年"他受皇帝之命组织历
局"修正历法"领导了明代第一次重大的历法改革!数年后编译出
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!"#卷的巨著$崇祯历书%&其中有 !’(卷由他亲自定稿&系统介绍
西方天文历法和三角学&对推动中国天文学和数学的发展起了重
要作用)

*年希尧+,-.!#"/0 中国清代数学家)字允恭)广宁,今辽宁北
镇0人)一生在多处为官)对科学颇有兴趣&主要研究数学和医学)
他在宫廷供职时&曾向为清宫绘画的意大利画家郎世宁学习欧洲
透视画法&专心研究&著成$视学%二卷,!#120)后继续研究&补充附
图&!#"(年又出修订版)这部书是在西方透视学知识影响下完成
的&是第一部介绍西方画法几何学的著作)但年希尧结合中国绘画
传统&多举中国器皿3建筑物等图样为例&加入了许多自己独创的
研究成果&有些成果是国外后来才解决或充实完善的)书中图例丰
富精美&并清楚讲述了绘制直观图,立体图0和平面图,投影图0的
原理及方法)所刊刻的数学著作还有$测算刀圭%3$三角法摘要%3
$面体比例便览%等&论及三角3三角对数3对数等知识)

*明安图+,约 !421.!#4(0 中国清代数学家3天文学家3地理测
绘学家)字静庵)蒙古族正白旗人)少年时为官学生&后被选派至
钦天监&专门学习天文3历法和数学)结业后&在钦天监工作达 (’
余年&曾任时宪科五官正&后升任钦天监监正)曾亲往新疆测绘经
纬度&完成了准噶尔地区和天山南部地区的测量与绘图任务&为后
来$乾隆内府舆图%的绘制奠定了重要的基础)他在天文考测3推算
方面曾担负重要责任&参与编著了$律历渊源%3$历象考成%3$历象
考成后编%3$仪象考成%等天文3历法著作)他花费"’余年时间&对
法国传教士杜德美,!44/.!#1’0向中国学者介绍的三个无穷级数
公式,5的无穷级数公式&正弦和正矢的幂级数展开式0进行刻苦
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钻研!终于用"割圆连比例法#证明了这三个公式!同时还得出有关
弦$弧$矢和半径的相互关系的另外六个级数公式!成功地将中国
传统数学知识与当时传入的西方数学知识结合起来%他的数学成
就总结在&割圆密率捷法’一书中%在他生前完成了一部分手稿!后
由其学生陈际新等人继续研究整理!于 ())*年全部完成%他的成
就对清代的无穷级数研究有很重要的影响%

+汪莱,-()./0(/(12 中国清代数学家%字孝婴!号衡斋%安徽歙
县人%出身贫寒!幼年受教育不多%青少年时勤于钻研$刻苦自学$
博通经史$天文$数学及乐律等知识%成年后以教书为业!曾与李
锐$焦循为友!共同探讨学术问题%(/3)年在北京考取八旗官学教
习!(/34年选授石埭县-今安徽省石台县2儒学训导%曾在国史馆
纂修&天文志’和&时宪志’%著有&衡斋算学’)册!&衡斋遗书’4卷!
合刻刊行%另有&递兼数理’$&参两算经’等著作%他在数学方面的
主要功绩是提出高次方程正根的存在和数目问题及判别条件!发
展了中国古代的方程理论%他系统讨论了球面三角形六种基本问
题的求解!得出了有解和无解的条件%在组合问题$勾股问题$5进
制$高阶等差级数求和等方面均有创见%曾设计制造过浑天$简平$
一方$勺漏等天文仪器%

+梅文鼎,-(.110()6(2 中国清初数学家$天文学家%字定九!号
勿庵%安徽宣城人%少年时随父梅士昌及私塾老师罗王宾学习天
文知识!64岁向倪正学习&大统历算交食法’!*6岁后专心致力于
天文数学的研究%曾在北京等地教书数年%.3多岁时回到家乡!继
续研究天文数学!直至去世%据他自撰的&勿庵历算书目’-()362
称!他著有天文数学著作 )3余种!其中数学著作 63余种%流传下
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来的以!梅氏历算丛书辑要"#$卷%&’()*梅,成作序+最完备,他
一方面坚信中国传统数学-必有精理.*不遗余力研究/发掘,同时
主张-去中西之见*以平心观理./-法有可采何论东西*理所当明何
分新旧.*对当时传入的西方数学进行全面/系统的整理和移植*并
有所创新,他的著作有释义*有理论*有解法*有应用*范围几乎涉
及当时所能研究的各个领域,当时慕名向他求教的学者很多*康熙
皇帝亦曾于 &’0)年三次召见他*向他请教天文数学,他在当时被
誉为-国朝算学第一.,

1梅,成2%&#3&4&’#5+ 中国清代数学家,字玉汝*号循斋*又号
柳下居士,安徽宣城人,梅文鼎的孙子,曾任左都御史之职*参加
过编著!律历渊源"&00卷%&’$5+的工作,其中!数理精蕴")5卷*主
要讨论数学问题*是当时的一部初等数学百科全书,书中将西方传
入的-代数学.译作-借根方.,当时中国传统数学中的天元术失传
已久*无人通晓,梅,成在深入研究借根方之后*又重新细读郭守
敬的!授时历草"和李冶的!测圆海镜"等书*发现-天元一术.就是

-借根方.*于是作!赤水遗珍"%&’#&+*附录在!梅氏历算丛书辑要"
中作为卷六十一*说明了两种方法及理论的相同实质*使天元术重
显于世,他还自著有!兼济堂历算书刊缪"&卷*!柳下旧闻"&#卷,
他增删!算法统宗"&&卷*并重编了!梅氏历算丛书辑要"六十二
卷,

1李善兰2%&3&&4&33$+ 中国清代数学家/教育家,原名心兰*字
竞芳*号秋纫*别号壬叔,浙江海宁县硖石镇人,6岁读!九章算
术"*&(岁学欧几里得!几何原本"前 #卷,以后又买回李冶的!测
圆海镜"/戴震的!勾股割圆记"等算书研读,常与嘉兴等地的数学

$65& 思 想 与 学 术



家顾观光!张文虎!汪日桢!戴煦!罗士琳!徐有壬等人研讨学术"#$
岁左右即已在数学!天文方面造诣精深"%&’(年前后)他在中国传
统数学理论的基础上进行研究)独立深入到解析几何和微积分学
的领域)发表了研究成果**尖锥求积术"尖锥术理论主要见于他
的+方圆阐幽,!+弧矢启秘,!+对数探源,三种著作中"他在数学研
究中还有垛积术和素数论等重要成果"主要见于+垛积比类,和+考
数根法,等著作中"%&-.年)他在南京出版+则古昔斋算学,)汇集
他 /$多年的著述%#种/’卷)约%(万字"其中有+方圆阐幽,!+弧
矢启秘,!+对数探源,!+垛积比类,!+四元解,!+麟德术解,!+椭圆
正术解,!+椭圆新术,!+椭圆拾遗,!+火器真诀,!+对数尖锥变法
释,!+级数回求,!+天算或问,"此外)还著有+考数根法,!+粟布演
草,!+测圆海镜解,!+九容图表,刊行"未刊行著作还有+造整数勾
股级数法,!+开方古义,!+群经算学考,!+代数难题解,等"他任北
京同文馆天文算学总教习时)审定了+同文馆算学课艺,!+同文馆
珠算金1,等数学教材)并从事数学教育 %$余年)直至去世)培养
了一大批数学人才)是中国近代数学教育的鼻祖"他还曾翻译!合
译了大量西方数学!数理哲学!物理学!植物学等近代科学著作)创
译了许多至今仍沿用的科学名词)如0代数1!0函数1!0方程式1!
0微分1!0积分1!0级数1!0植物1!0细胞1等"

2阮元34%.-’*%&’56 清代数学家"字伯元)号云台)江苏仪征人"
阮元博览群书)酷爱历法算术)除自己考注外)又组织名家对天文!
数学及技术书籍进行整理和注疏)其最主要的功绩是组织编篡+畴
人传,一书"+畴人传,以人为纲)用传记体裁写出自上古传说人物
黄帝下迄清初的天文学家和数学家的生平事迹和科学工作)搜集
了各个时期天文!数学史料)表彰和评论了专业人才的卓越成就)
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对于批判地接受科学文化遗产!形成科学研究的风气有其积极意
义"从乾隆乙卯#$%&’(至嘉庆己末#$%&&(!历时四年编成!共 )*
卷!书中记载了从黄帝到嘉庆 )年已故天文学家和数学家共 +%,
余人!其中有数学著作传世者近 ’,人"书中还附录了明末以来传
入中国的天文-数学书中涉及到的外国天文学家-数学家和来华传
教士共)$人"由阮元主编的.畴人传/开系统阐释天文算学史之先
河!被誉为天文算学史的开山鼻祖"

0李俨1#$2&+3$&*4( 中国数学史家-铁路工程师"原名禄骥!字
乐知"福建闽侯人"$&$+年入唐山路矿学堂学习"$&$4年考入陇
海铁路局!历任实习生-测量员-助理工程员-总段长-工务处长-副
总工程师等职!为中国的铁路建设事业!辗转工作 ),余年"$&’’
年调入中国科学院!任历史研究所研究员"$&’%年出任中国科学
院自然科学史研究室主任!直到逝世"曾任中国科学院社会科学哲
学部学部委员"他是中国数学史研究的学科奠基人"早在 $&$$年
前后!就开始了中国数学史的整理和研究工作!毕生搜集了大量中
国古算书!去世后由他的家属捐赠给中国科学院自然科学史研究
所!成为研究中国数学史的宝贵资料"$&$%年发表第一篇数学史
论文.中国数学史余录/"$&+,年前后发表重要论著.中国数学源
流考略/"在长期的业余研究中!先后发表论文百余篇!其中重要者
汇为.中算史论丛/$3’集#$&’)3$&’’("另有专著.中国算学史/
#$&4%初版!$&’’修订(-.中国数学大纲/#$&’2(-.中国古代数学
史料/#$&’)初版!$&*4修订(-.中国十三-十四世纪中国民间数
学/#$&’%(-.计算尺发展史/等"其他方面尚有著作!数学方面的

.微积分学初步/#$&4*(-工程学方面的.铁道定线法/#$&42(等"
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!钱宝琮"#$%&’($&)*+ 中国数学史家,数学教育家-字琢如-浙
江嘉兴人-早年于嘉兴秀水县学堂肄业-$&.)年入苏州铁路学堂
学习/$&.%年考取浙江省官费欧美留学生/到英国伯明翰大学土
木工程系学习/$&$’年毕业回国-先后在苏州中等工业学校

#$&$’+,南开大学#$&’0+,中央大学#$&’)+,浙江大学#$&’%+任数
学教员,副教授,教授等职-$&01年调入中国科学院/任自然科学
史研究所研究员/直至去世-他是中国数学史研究的学科奠基人之
一-早在 $&$’年回国从事数学教育时/就开始了中国数学史和天
文学史的研究/$&’$年开始发表数学史论文/毕生发表论文数十
篇/去世后整理为2钱宝琮科学史论文选集3#$&%4+/由科学出版社
出版-他还陆续发表了若干专著/如2中国算学史3上册#$&4’+,2古
算考源3#$&44+,2中国数学史话3#$&0)+,2算经十书3#校点/
$&14+-此外/他主持编写了2中国数学史3#$&1*+,2宋元数学史论
文集3等/并担任2科学史集刊3#$&0%创刊+的主编-他在数学史研
究及培养专业研究人员/在数学教育等方面均做出了突出成就-

!严敦杰"#$&$)($&%%+ 中国天文学史家兼中国数学史家-生于
浙江嘉兴-字季勇-其父母早年双亡/中学毕业多年后/在中央大
学数学系工读一年多-并长期在重庆,成都,上海,天津等地业余从
事中国科学史研究5中华人民共和国成立后/历任中国科学院自然
科学史研究所研究员,所长,2自然科学史研究3主编等职-共发表
科学史论著 $1.余篇/计 4..多万言/遍及科学史各个领域/尤其
在中国天文学史及中国数学史等方面多所建树-与中国数学史专
家李俨,钱宝琮在中国科学史界形成鼎立而三的局面-遗著2中算
史论丛3第六集,第七集,第八集,第九集,第十集/作为中国数学史
专家李俨巨著2中算史论丛3第一至第五集之续/成为中国数学史
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领域上的经典宏著!

"毕达哥拉斯#$约前 %&’(前 )*’+ 古希腊哲学家,数学家,天文
学家,音乐理论家!生于萨摩斯$今希腊东部小岛+-卒于梅塔蓬图
姆$今意大利半岛南部塔兰托+!早年游历埃及,巴比伦等地-接受
古代流传下来的天文学和数学知识!后定居于意大利半岛南部的
克罗托内-在那里广收门徒-组织了一个政治,宗教,学术合一的秘
密团体!这个团体后在政治斗争中遭破坏-他逃到塔兰托-终被杀
害!他的团体组织严密-是带有浓厚宗教色彩的学派!他们将一切
发明都归之于学派的领袖-且秘而不宣-只是当保密的教条被放弃
后-才出现一些公开讲述这个学派教义的著作!后世学者对毕达哥
拉斯作了大量研究-他的思想和学说才逐渐为人们所知!他宣称数
是宇宙万物的本源-企图用抽象的数来解释一切-通过研究揭露数
的奥秘来探究宇宙的真理!他以发现.毕达哥拉斯定理/$即中国勾
股定理+而著称于世!他非常注意数与图形,算术与几何的紧密联
系-发现了完全数,亲和数,形数$三角,五角,六角等数+,毕达哥拉
斯数!他阐明了单弦的乐音与弦长的关系-创造了一整套音乐理
论-成为音乐理论的鼻祖!他的学派还发现了五种正多面体$四,
六,八,十二,二十面体+-并证明正多面体只限于这五种!通过勾股
定理-他们发现不可通约量-后来由无理量的发现而引起的数学史
上所谓第一次危机-导致了数域的扩大!他们首创地圆说-认为日,
月,五星都是球体-浮悬在太空中!毕达哥拉斯死后-这个学派还继
续存在两个世纪之久!他们的思想和学说-对希腊文化有巨大影
响!

"欧多克索斯#$约前 )’’(前 0)1+ 古希腊数学家,天文学家!生
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于尼多斯!今土耳其西南角"#曾向阿尔希塔斯学习几何$向柏拉图
学习哲学$对数论和音乐也很有兴趣$并学过医学#后游历埃及和
小亚细亚$钻研了天文学$在基齐库斯!今马尔马拉海南岸"创立了
一个学派#后期定居故乡尼多斯$从事讲学和著作$直至逝世#他
是古希腊最杰出的学者之一#在数学方面$他的地位仅次于阿基米
德#他的成果被欧几里得作为%原本&中’()**卷的主要基础内
容#他创立了比例论$开创了运用分理法作出非常严密的实数定义
的先河$处理了不可通约量即无理量问题$推动了数论和几何学的
发展#他发现的公理及所证明的命题$被公认为是近代极限论的先
驱#他完善了穷竭法$被尊为微积分学的创始人之一#他最早研究
球面天文和描述星座$倡导同心球理论来解释日月星辰的运动$这
些天文学理论对古代和中世纪的欧洲产生了较大影响#他在地理+
医学+法律等方面也有贡献#他的著作很多$可惜没有一部保存下
来#

,欧几里得-!约前../0前123" 古希腊数学家#早年在雅典受教
育$熟知柏拉图的学说#公元前 .//年左右$受托勒密王!前 .450
前 16."之邀$到埃及统治下的亚历山大城工作$长期从事教学+研
究和著述#他写过不少数学+天文+光学和音乐方面的著作$而以巨
著%原本&最闻名于世#%原本&原有 7.卷$后人又补充 1卷#这本
著作的原稿早已失传$现存的是公元 5世纪末西翁的修订本和 76
世纪在梵蒂冈图书馆发现的希腊文手抄本#这部西方世界现存最
古老的数学著作$为 1///年来用公理法建立演绎的数学体系树立
了最早的典范#德摩根曾说$除了%圣经&$再没有任何一种书像%原
本&这样拥有如此众多的读者$被译成如此多种语言#从7561年到

78世纪末$%原本&的各种版本竟用各种语言出了7///版以上#中
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国最早的中文译本是 !"#$年利玛窦%徐光启合译的&几何原本’前

"卷(!)*$年伟烈亚力%李善兰合译了后 +卷,

-阿基米德./约前 0)$1前 0!02 古希腊数学家%力学家,生于西
西里岛的叙拉古,早年曾在亚历山大受教于欧几里得的学生(并一
直同亚历山大的学者保持密切联系,在当地著述%教学(最后死于
入侵的罗马士兵手中,他最著名的成就之一是发现了流体静力学
的基本原理11物体在流体中减轻的重量等于排去液体的重量,
这一原理总结在他的名著&论浮体’中(以3阿基米德原理4著称于
世,他的&阿基米德方法’遗作中所表述的思想方法已具有近代积
分论的思想(完全可以誉之为近代积分学的先驱,他将熟练的计算
技巧和严格证明融为一体(将抽象的理论和工程技术的具体应用
紧密结合(获得许多重要发明,他有许多重要的学术著作(流传下
来的还有5&论球与圆柱’%&圆的度量’%&劈锥曲面与旋转椭圆体’%
&论螺线’%&抛物线求积’%&平面图形的重心’%&数沙者’等,他在数
学方面的研究成果卓著(后人评价极高(常把他和牛顿%高斯并列
为有史以来贡献最大的三大数学家,

-阿波罗尼奥斯./约前 0"01前 !+#2 古希腊数学家%天文学家,
生于小亚细亚南岸的珀加,年青时求学于亚历山大的欧几里得的
门徒(后来长期在那里教学和研究,其间曾访问过帕加马/今土耳
其西海岸2王国(在那里新建的大学和图书馆工作过,他与欧几里
得%阿基米德并称为古希腊亚历山大前期的三大数学家,他总结了
前人在圆锥曲线论方面的成果(加入自己的杰出创造(撰成巨著

&圆锥曲线论’)卷(将圆锥曲线的性质网罗殆尽(使后人几乎没有
插足的余的(在阿拉伯和西欧曾长期被奉为经典之作,直到 !$世
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纪的帕斯卡和笛卡儿才在这一研究领域有新的突破!据记载"他还
著有#论切触$%#平面轨迹$等许多论著!他还研究过大数问题"几
何基础问题"&无序无理数’及求 (值等问题!在天文学方面"他证
明了求简单本轮系统中行星留点的法则"成功地将几何学应用于
天文!

)丢番图*希腊数学家!生卒不详"约生活于公元 +世纪前后!他的
活动年代主要是根据 ,,世纪一位学者的信件提到丢番图在三世
纪中叶的某些学术交往来确定的!另外根据四世纪希腊文选上一
首短诗-或墓志铭./&丢番图的一生"幼年占 ,01"青少年占 ,0,2"
又过了,03方结婚"4年后得子"子先父 5年而卒"仅为父寿之半’!
由此推知他享年 65岁!他的著作最重要的是#算术$"序言中记载
应用 ,+卷"但现存仅前 1卷希腊文手抄本"及后来发现的 5卷阿
拉伯文译本!这本著作主要讲数的理论"大部分内容可归入代数
学!他的特点是使问题的求解完全脱离了几何形式"在希腊数学中
独树一帜"对后来的阿拉伯数学"文艺复兴时期的意大利数学乃至
整个欧洲数学提供了发展源泉!他还有一本存有残篇的著作是#多
角数$!其他著作完全失传!他在代数方面作出了巨大贡献"有人
称他为&代数学之父’!为了纪念他的功劳"现在对于具有整系数的
不定方程"当只考虑整数解时"就称这类方程为丢番图方程!类似
地还有丢番图逼近%丢番图分析等名称!

)婆罗摩笈多*-约 4768约 114. 印度天文学家%数学家!活动于
印度中部印多尔之北乌贾因地区"属乌贾因学派!126年著成#婆
罗摩修正体系$一书"全书25章"第,2章%第,6章专论数学!其中

#算术讲义$研究三角形%四边形%算术运算规则%二次方程等"涉及

77+,数 学



到零和负数!"不定方程讲义#研究一阶和二阶不定方程$获得了二
阶差分内插公式%有理数勾股数公式及二次不定方程的解等成果!
其余各章也都涉及不少数学问题!他在 &’’年还完成过另一本天
文学著作!他对几何作图%几何计算%代数专业名词%代数符号%代
数式运算等方面均有研究和创见!他的著作约于 (&&年被人带到
阿拉伯曼苏哈里发统治时期的巴格达$在皇室的支持下译成阿拉
伯文$对阿拉伯的天文学和数学产生了一定的影响!

)婆什迦罗第二*+,,,-.,,,’/约 ,,0’1 印度数学家%天文学家!
生于印度南部的比杜尔!长期在古代印度文化中心乌贾因的天文
台担负领导工作!他是 ,2世纪印度最有成就的数学家和天文学
家!他的代表作是用散文形式撰写的"天文系统极致#$其中包括两
部重要的数学著作"丽罗娃提#和"根的计算#$分别讲述算术和代
数!他的著作中包括了 ,2世纪时印度记数法$度%量%衡%面积%货
币等各种单位换算$包括自然数%分数%负数在内的八种基本运算$
方程%不定方程%线性方程组的一些解法%面积%体积等一些几何计
算$甚至有三角函数值的精确表达式等!从总体内容看$他的著作
代表了 ,333/,’33年间印度数学的最高成就$同时在采用缩写文
字和一些记号来表示未知数和运算符号方面为代数学的发展做出

了重要贡献!他的著作中还记载了许多天文观测$描述了在天文研
究中使用的数学方法及天文装置$对天文学也有一定的贡献!公元

&33年左右印度还有一个同名的叫婆什迦罗的数学家$称为婆什
迦罗第一!

)花拉子米*+约 (03/0’31 阿拉伯中世纪数学家$阿拔斯王朝第
五代哈里发的司书官$是阿拉伯数学初期的代表人物!他曾从印度
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学者的天文表里作了摘要!编辑了阿拉伯最古的天文表!校对了托
勒密的天文表"他还编著了阿拉伯国家算术和代数的最古书籍!覆
盖了算术#代数#天文#几何#历法等方面"花拉子米第一个用阿拉
伯文叙述了十进位制记数法及其运算法则!包括$%&符号及 %在十
进位置制记数法中的应用及乘法性质"讨论了分数表示和分数开
方的情形"花拉子米最伟大的成就是代数学"$代数学&一词就是
源于他的数学著作"花拉子米的著作系统地讨论了六种类型的一
次及二次方程的解法!给出了几乎所有的根’没考虑零根(!其中包
括用配平方法来解的方法!给出了正根!类似于一元二次方程求根
公式!也指明了今天称为$判别式&的必须非负"每种解法详尽而系
统!他还对这几种方程给出几何证明"最后讨论一般形式的方程!
认为通过$还原&和$对消&两种变形后!所有一次#二次方程均能化
为六种基本型方程之一"这两种变换形成现在解方程的两种基本
变形)移项与合并同类项!从此方程解法成为代数学的方向!也是
代数的基本特征"因此!花拉子米获得了$代数学之父&的称号"

*纳速拉丁+图西,’-.%-/-.01( 中世纪阿拉伯天文学家#数学
家#哲学家"出生于波斯的图斯’今伊朗东部霍腊散省("曾在图斯
学习!后游学于内沙不尔#巴格达等地!是颇有声誉的学者"他曾供
职于纳赛尔王朝’伊朗东部(!著2纳赛尔的道德3"蒙古旭烈兀汗攻
灭纳赛尔王朝后!他受到蒙古统治者的重用!于 -.45年!在都城马
腊格主持建造了一座规模宏大的天文台"一时四方学者云集!使这
里成了阿拉伯世界的又一科学中心"他使用当时最先进的仪器进
行天文观测!积-%余年观测结果!编制了著名的2伊尔汗历3"在数
学方面!他的主要成就是探讨了平行公理问题’开欧洲同类问题讨
论的先声(6撰写了2横截线原理书3!把三角学从天文学的附属地
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位中独立出来!撰写了"论四边形#$把平面三角学和球面三角学系
统化%他还翻译注释过欧几里得&阿基米德&阿波罗尼奥斯&托勒密
等许多著名数学家&天文学家的著作%

’斐波纳契()约 **+,-约 *./,0 意大利数学家%*.-*1世纪欧
洲数学界的代表人物%生于比萨$卒于比萨%早年随经商的父亲到
过北非$向一位阿拉伯教师学习计算%后到埃及&叙利亚&希腊&西
西里&法国等地游历&学习$熟知不同国家在商业上的算术体系%经
比较分析$确信印度-阿拉伯数码体系最方便&适用%在*.,,年前
后回到比萨$潜心研究写作%*.,.年完成了他的重要著作"算盘
书#)*..2年修订0%全书共 */章$介绍印度-阿拉伯数码及东方
诸国)主要是阿拉伯国家0的算术与代数知识%这本著作流传颇广$
对把阿拉伯数学介绍到欧洲起了重要作用%他的著作中有关不定
方程的解法和中国"孙子算经#中解法一样%他的3兔子问题4导致

3斐波纳契数列4的广泛研究$不仅作为初等数学中引人入胜的趣
题$而且其相关理论已应用于数论&运筹学$优化理论等许多方面%
他的另外几种著作是"几何实用#)*..,0&"平方数书#)*../0&"精
华#)*../0等%

’卡尔达诺()*/,*-*/+50 又称卡当%意大利医生&数学家&占星
术家%生于帕维亚$卒于罗马%早年学习过古典文学&数学和天文
学%后专攻医学$*/.5年获医学博士$并在米兰等地行医$闻名全
欧%*/16年在行医同时开始任教$讲授数学&天文学&希腊文和辩
术%*/17年加入米兰医学协会%*/61年任帕维亚大学医学教授%
*/5.年受聘为波伦亚大学数学教授%*/+*年定居罗马$直至去世%
他是有名的怪异学者$智力超群$但自负轻信$嗜赌博$喜算命$曾
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当过教皇的占星术士!也进过监狱"他一生共有 #$$多种著述!内
容涉及数学%天文%占星术%医学%哲学%音乐等多种学科"他在数学
方面造诣极高"&’()年出版两本算术书!是他多年的教学总结"
&’*’年发表著名的+大术,一书!首次公布了一般三次代数方程的
解法!这是他向数学家塔尔塔利亚求教的结果!曾发誓永不泄密!
因失信而引起与塔尔塔利亚的一场争论"后来三次方程求根公式
从-卡尔达诺公式.流行于世!而塔尔塔利亚却名不见经传"但+大
术,中确有卡尔达诺的独特创造!他最早认真讨论了虚数!给出表
示虚数的符号和运算法则"此外!他根据多年赌博经验写成+论赌
博,一书!系统提出概率计算!形成概率论的早期探索!但发表很晚

/&00(1"他对代数方程论%流体力学%医学等许多方面都有贡献"

2韦达3/&’*$4&0$(1 法国数学家"生于法国东部地区的普瓦图!
卒于巴黎"学习法律任律师!曾为议员!数学是其业余爱好"他被
誉为 &0世纪最大的代数学家"他研读过许多著名数学家的著作!
特别重视研究丢番图等人的在数学中使用符号的思想"他是第一
个有意识地%系统地使用字母于数学的人"他写了许多代数学著
作!如+分析方法入门,/&’)&1是最早关于符号代数的著作"他的名
著+论方程的识别与订正,/&’)&著!&0&’出版1是方程论发展中的
一个重要标志"他发现了有名的代数方程根与系数的关系44-韦
达定理."他的工作成果为近代代数学的发展奠定了重要基础!推
进了方程论的发展"他还准确地预言了未来将出现一种运用符号
的关于量的演绎科学"他对三角学%几何学%天文学也有研究!曾出
版过三角学著作!设计改进历法等工作!在战争中为政府破译对方
密码!赢得很高声誉"
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!德扎格"#$%&’($))*+ 法国数学家,射影几何学创建者之一,生
于里昂-卒于同地,曾任军事工程师和建筑师,与数学家梅森.笛
卡儿等有交往,$)’)年出版/论透视截线0小册子-开始论及透视
问题,$)’&年出版/试图处理圆锥与平面相交情况初稿0-书中术
语怪异-不易理解-当时新兴的解析几何对人们具有更大的吸引
力-致使这部重要著作很快被遗忘,直到 $12%年沙勒偶然发现了
这部书的手抄本-才重新引起数学家们的普遍重视-把它列为中世
纪纯粹几何学的经典著作,书中引入了无穷元素-讨论极点和极
线.透射.透视等问题-为射影几何奠定了坚实的基础,他所发现的

3德扎格定理4#两三角形对应顶点联线共点-则对应边交点共线+
是全部射影几何的基本定理,

!笛卡儿"#$%&)($)%5+ 法国哲学家.数学家.物理学家.生理学
家.解析几何学奠基人之一,生于法国土伦-卒于瑞典斯德哥尔摩,
出身贵族家庭-襁褓丧母-自幼体弱-早年在学校读书时-校长特许
每天早晨在床上读书思考-养成了3晨思4的习惯-一直保持到晚
年,$)$*年到巴黎的普瓦捷大学攻读法学-2年后获博士学位,
$)$1年从军-到过荷兰.丹麦.德国,$)*$年回国-正值法国内乱-
又去荷兰.瑞士.意大利旅行-$)*%年返巴黎,$)*1年-移居荷兰-
从此得到了较为安静.自由的学术环境-潜心研究哲学数理及天
文.物理.化学.生理等许多领域-埋头著述 *5多年,$)2&年冬-应
邀为瑞典女王克里斯蒂娜#$)*)($)1&+讲课-因生活习惯被破坏-
数月后患肺炎逝世,#$)年后-遗骨运回巴黎+,他的贡献是多方面
的-尤其在哲学及数学方面有独到的见解,如强调科学的目地在于

3造福人群46反对经院哲学-主张3系统的怀疑4方法6提出3我思故
我在4的原则-成为他的哲学中第一条原理,他强调使人3成为自然
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的主人和统治者!"他主张唯理论#他的数学思想与哲学思想有着
极为密切的联系"他把几何学的推理方法或演绎法应用到哲学上#
并且明确宣称#科学的本质是数学"他把物质运动的概念作为自然
科学的哲学基础之后#就把运动带进了数学#在数学和其他自然科
学里就有了辩证法"有许多重要著作#其中$方法论%&’()*+是一部
文学和哲学的经典著作#后面有三篇著名的附录,$折光学%-$论大
气现象%-$几何学%"$几何学%是他唯一的数学著作#却确立了他在
数学史上的崇高地位"他明确表述了解析几何的思想#标志着解析
几何学的诞生"他还对微积分的创立起到了重要的推动作用"

.费马/&’(0’1’((2+ 法国数学家"生于法国南部博蒙1德洛马
涅#卒于卡斯特尔"父经商#他自幼有良好的学习条件"在大学习
法律#以律师为业#)0岁时任图卢兹议会议员#直到去世"他博览
群书#精通数国文字#掌握多门自然科学知识#特别热爱古典文学"
数学只是业余爱好#但在数论-解析几何-概率论等方面都有重大
贡献#被誉为3业余数学家之王!"他性情淡薄#为人谦逊敦厚#公正
廉明#生前不愿发表作品"去世后#他的很多论述遗留在旧纸堆中#
书页空白处或在给朋友的书信里"他的儿子将这些内容汇集整理#
编成$数学论集%两卷#在图卢兹出版&’(*4+"他对于近代数论的研
究在欧拉之前几无人可与之匹敌"著名的3费马大定理!&不可能有
满足 567869:6#6;<的正整数 5-8-:-6存在+激起后来历代数
学家的兴趣#而至今尚未得到普遍证明"他独立于笛卡儿发现了解
析几何的基本原理"由于提出了求曲线的切线及其极大-极小点的
方法而被认为是微分学的创始人之一"他还是’*世纪兴起的概率
论的开拓者之一"他提出光学的3费马原理!#给后来的变分法研究
以极大的启示"
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!沃利斯"#$%$&’$()&* 英国数学家+生于肯特郡,早年就读于剑
桥大学神学系,业余自修数学+成为当时著名数学家之一+早年研
究了一些古代数学家的著作,并翻译出版了一些古希腊数学家的
名著+他的-无穷算术.中,计算了相当于某些代数函数和定积分,
并得到关于 /的无穷乘积的表达式0

12/34
$

)
#$5678 *96

3#$:&:&:;:;:(<<*2#7:1:1:%:%:=<<*这是
数学史上第一个无穷连乘积的例证,具有重要意义+他还著有-圆
锥曲线.>-普通数学或算术大全.>-代数.>-力学,或论几何运动.
等书+其中在算术>代数>微积分>几何等方面都有独特的创造,成
为 $(世纪英国数学思想的代表人物之一+

!帕斯卡"#$%7&’$%%7* $(世纪法国数学家和物理学家,曾被誉
为?阿基米德与牛顿两者间的中间环节@+帕斯卡在学术气氛浓厚
的环境中长大,自小便表现出对数学的浓厚兴趣与卓越才华+$&
岁时精通欧几里得-原本.,并于同年偶然得到所谓的帕斯卡三角
形+他发现该图的巧妙结构,研究了该数阵的性质,写成-三角阵算
术.>从而奠定了组合论>数学归纳法的基础+帕斯卡三角形对应于
牛顿二项式定理展开式各项系数,但晚于中国北宋贾宪三角约

%))多年+
帕斯卡在射影几何中给出了帕斯卡定理等一系列结论,还与

费马共同建立了概率论和组合论的基础+
帕斯卡对摆线#旋轮线*进行了深入研究,由此得到一系列曲

线绕轴旋转确定立体重心的结论,从而刺激了莱布尼茨对微积分
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的工作!
帕斯卡曾制造出历史上第一台加减法计算器"能进行六位数

的计算"为后来计算器的发展奠定了基础!
帕斯卡在物理学#流体静力学等领域也表现出杰出的才能"还

是法文散文大师和神学辩论家!只可惜他一生为宗教信仰所累"断
断续续地研究数学"又断断续续地回到宗教冥想之中去"苦行僧似
的自我折磨使他只活了 $%岁!

&关孝和’(约 )*+,-)./01 日本数学家!生于群马县藤冈"卒于
江户(今东京1!出身于武士家庭"长期在江户为贵族家府掌管财
赋"直到)./*年退职!他是日本传统数学--和算的奠基人"也是
关氏学派的创始人"在日本被尊为算圣!他生前出版的著作仅有

2发微算法3()*.+1"去世后又由其弟子编纂出版了一部遗稿2括要
算法3().),1!他的其他主要著作是在关氏学派内部以抄本形式秘
传!他的主要数学成就是4在代数中改进了由中国传入的天元术方
法"开创和算独特的笔算代数5使由中国传入的高次数字方程解法
为和算家所掌握5建立了行列式概念及其初步理论5发现方程正负
根存在的条件及与牛顿迭代法类似的解法等!此外"他在幻方#垛
积#6圆理7(径#弧#矢间关系的无穷级数表达式1等方面均有研究!
他还写过一些天文历法方面的著作!他的思想由他的弟子建部贤
弘()**+-).$%1等人继承和应用"对日本数学的发展产生了重要
影响!

&牛顿’()*+,-).,.1 英国数学家#物理学家#天文学家和自然哲
学家!生于英格兰林肯郡之南约 )$公里的伍尔索普小村子里"卒
于伦敦肯辛顿区"葬于伦敦威斯敏斯特教堂!少年就读于农村小
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学!并曾务农多年"但他发奋图强!学习刻苦!#$$#年 $月!以优异
成绩考入剑桥大学三一学院"#$$%年获文学士学位"由于伦敦流
行鼠疫!波及剑桥!大学临时停办!他返乡两年"在乡间他终日思考
各种问题!运用他的智慧和数年的知识积累!来制定科学创造的蓝
图"他平生的三大发明&流数术&微积分’(万有引力和光的分析’都
发轫于这一时期"#$$)年回剑桥后当选为三一学院院委!#$$*年
获硕士学位"他多年受教于巴罗教授!此时又协助巴罗编写讲义!
撰写微积分和光学的论文!得到巴罗的高度评价"#$$+年!巴罗坦
然宣称牛顿的学识已经超过自己!当年便将,卢卡斯教授-的职位
让给牛顿"一时传为佳话"牛顿担任这一职务直到 #).#年"#$+$
年他任皇家造币厂监督!并移居伦敦!#$++年成为厂长"#)./年当
选为英国皇家学会主席"#).%年被女王安妮&#$$%0#)#1’封为爵
士"他晚年潜心于自然哲学和神学"在数学方面!他的最卓越的贡
献是创建微积分"早在#$$%年他的手稿中就开始有,流数术-的记
载"#$$+年!他写成第一篇微积分论文2运用无穷多项方程的分
析3!并交皇家学会备案&#)##年出版’"他的正式的流数术著作

2流数术方法和无穷级数3于 #$)#年完成"#$)$年!他又写成他的
第 /篇重要的微积分论文2曲线求积术3&后来作为2光学3一书的
附录发表于 #).1年’"#$*)年!他在哈雷的敦促和帮助下发表了
巨著2自然哲学的数学原理3"这部著作从作为力学基础的定义和
公理&运动定律’出发!将整个力学建立在严谨的数学演绎基础之
上!不仅深入地运用了他本人创造的分析工具!也是他的微积分学
说的第一次正式公布"他在代数学领域也有一系列重要发现!如4
次代数方程根的 5次幂和的公式!实系数方程虚根成对的证明
等"此外!他在数论(解析几何(曲线分类(变分法(概率论等分支也
有涉及"他在力学(光学(天文学等许多自然科学领域都有巨大贡
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献!被奉为最伟大的科学家之一"但他的天才常被夸大到神化的程
度!而忽略了他长期刻苦努力的一面"他在晚年信奉上帝"

#莱布尼茨$%&’(’)&*&’+ 德国数学家,哲学家,自然科学家"生
于莱比锡!卒于汉诺威"他自幼丧父!但作为莱比锡大学伦理学教
授的父亲!给他留下了丰富的藏书!他的母亲很有学识和远见!从
小送他进莱比锡最好的学校学习!使他自幼受到良好的家庭及学
校教育"他从小就学习用多种语言表达思想!并表现出超常的哲学
天赋"&(岁时对逻辑学产生兴趣!常提出自己的独立见解"&’’&年
入莱比锡大学学习法律!又曾到耶拿大学学习几何!接触了伽利
略,培根,霍布斯,笛卡儿等人的科学和哲学思想"&’’’年他在纽
伦堡阿尔特多夫大学取得法学博士学位"他当时写出的论文-组合
的艺术.已含有数理逻辑的早期思想!后来的一系列工作使他成为
数理逻辑的创始人"&’’*年后!他投身于外交界!有机会游历欧洲
各国!接触数学界名流!尤其是与惠更斯的交往!激起了他对数学
的兴趣"他曾制作了一台能作乘法的计算器!是继帕斯卡加法器

%&’(/+之后!计算工具的又一进步"&’*0年出访伦敦时!他把这台
机器献给了英国皇家学会!还曾送一台复制品给中国的康熙皇帝!
可惜目前在故宫已找不到这台机器"&’*’年!他到了汉诺威!任公
爵处顾问及图书馆馆长"此后 (1年!他常居汉诺威!直到去世"他
曾创建勃兰登堡科学协会%后改为柏林科学院+!并担任主席"他虽
卷入过各种政治斗争!但始终未中断科学研究"他的研究领域极为
广泛!涉及到逻辑学,数学,力学,地质学,法学,历史学,语言学,生
物学以及外交,神学等方面"他在数学领域最重要的贡献是与牛顿
各自独立地创立了微积分学"牛顿建立微积分主要是从运动学的
观点出发!而莱布尼茨则从几何学的角度去考虑!特别和巴罗的微
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分三角形有密切关系!他的第一篇微分学论文于 "#$%年发表在

&学艺’杂志上(是世界上最早的微积分文献!他所创造的微积分符
号至今仍在高等数学领域中广泛使用!此外(他在组合分析)代数
行列式)曲线族的包络等理论方面也都有重要发现!他系统地阐述
了二进制记数法(并把它和中国的八卦联系起来!在哲学方面(他
倡导客观唯心主义的单子论(并含有辩证法的因素("*"%年写成

&单子论’(综述了他的哲学观点!

+伯努利家族,-"*."$世纪/ 瑞士巴塞尔的大家族(祖孙三代(
仅数学家就有 "0多位!原籍比利时安特卫普("1$2年遭宗教迫
害(迁往德国法兰克福(后定居巴塞尔!主要成员及世系见后图!

尼古拉3伯努利
-"#42."*0$/

雅各布
第一3伯努利
-"#1%5"*01/
6猜度术7

尼古拉
第一3伯努利
-"##45"*"#/

约 翰
第一3伯努利
-"##*."*%$/
6最速降线7

尼古拉第二3伯努利
-"#$*."*18/

尼古拉
第三3伯努利
-"#81."*4#/
6彼得堡问题7

丹尼尔
第一3伯努利
-"*00."*$4/
6流体动力学7

约 翰
第二3伯努利
-"*"0."*80/

约 翰
第三3伯努利
-"*%%."$0*/

雅各布
第二3伯努利
-"*18."*$8/

其中最重要的是雅各布第一3伯努利)约翰第一3伯努利和丹尼尔
第一3伯努利!
雅各布第一3伯努利初学神学(后受笛卡儿)沃利斯等人著作

启发(转向数学!"#$*年任巴塞尔大学教授(直至去世!他是莱布
尼茨的朋友(对微积分有深刻了解9最早系统地使用极坐标(对悬

0"%" 思 想 与 学 术



链线!双纽线!对数螺线等有深入研究和成果"巨著 #猜度术$
%&’&()的出版是组合数学及概率论史的一件大事*书中给出的 +伯
努利数,应用极广*+伯努利定理,则是 +大数定律,的最早形式"
约翰第一-伯努利初学医*同时研习数学"他也是莱布尼茨的

好友"&./&年到巴黎时*曾作为洛必达的私人教师*现在求不定式
极限的 +洛必达法则,实际是约翰的功绩"&’01年*他接替哥哥雅
各布任巴塞尔大学教授"他于 &./.年提出的 +最速降线,问题*后
来引起变分法的产生"
丹尼尔第一-伯努利生于荷兰格罗宁根*卒于巴塞尔"他和哥

哥尼古拉第三-伯努利于&’21年同被邀请到彼得堡*尼古拉曾提出
著名的概率论方面的 +彼得堡问题,*可惜第二年便在彼得堡死去"
丹尼尔则受邀成为彼得堡科学院数学教授%21岁)"他最早的论著是
解决 +吕卡提方程,%&’23)"他在概率论!偏微分方程等数学领域
均有贡献"在物理学方面*他于 &’(4年出版了 #流体动力学$"此
外*他在&’((年回到巴塞尔后*还教授解剖学!植物学和自然哲学"

5欧拉6%&’0’7&’4() 瑞士数学家"生于瑞士巴塞尔*卒于俄国
彼得堡"他生于牧师家庭*父亲欧拉也是一位数学家*父亲希望他
学神学*他最感兴趣的却是数学"&’20年入巴塞尔大学*受到约翰
第一-伯努利的格外赏识*给以特别指导*两年后便获得这所大学
的学士学位*此后第二年又获得硕士学位"&4岁时*放弃神学而专
攻数学"他同约翰-伯努利的两个儿子尼古拉第三-伯努利和丹尼
尔-伯努利成为亲密的朋友"&’2’年*在伯努利两兄弟的推荐下*他
受彼得堡科学院的邀请到了俄国"&’((年*丹尼尔成为彼得堡科学
院的数学教授*时年 2.岁"24岁时*因工作过度致使右眼失明*年
近 .0岁时*左眼也逐渐失明了"但他从未停止工作"他从 &/岁起
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就开始著作直到 !"岁#他写下许多书籍和论文$以致出版他的全集
竟耗时半个世纪#%&’!年$瑞士自然科学会就开始为出版 (欧拉全
集)而筹备整理$计划是 !*卷$从 %&%%年起出版$共 +辑$第一
辑数学$共 *&卷$直到 %&,"年才出齐#他是 %-世纪数学界最杰出
的人物之一$也是数学史上最伟大的数学家之一#至今几乎每一个
数学部门$都可以看到欧拉的名字$在几乎所有数学的最重要分支
中$都有他的开创性的贡献#他不仅对数学本身做出了巨大贡献$而
且把数学用到了几乎整个物理领域#他的研究从数学直到行星运动.
刚体运动.热力学.弹道学.人口学$这些工作和他的数学研究相
互推动#在他完全失明后的 %!年中$他还口述著作了几本书和 /’’
篇左右的论文#直到他生命的最后一刻$他还写出计算天王星轨道
的要领#他留给后人丰富的科学遗产#其中$分析.代数.数论占

/’0$几何占 %-0$物理和力学占 *-0$天文占 %%0$弹道学.航
海学.建筑等其他问题占+0#他被科学史家们列为人类有史以来贡
献最大的四位数学家 1阿基米德.牛顿.欧拉.高斯2之一#

3拉格朗日41%!+"5%-%+2 法国数学家.力学家.天文学家#生
于意大利西北部的都灵$卒于法国巴黎#曾在都灵大学学习#父亲
有意让他专攻法律$他却有志于自然科学$先是对古典几何学感兴
趣$后又被分析学所吸引$%-岁便在分析学领域有所成就#%&岁时$
他被任命为都灵炮兵学校的数学教授$不久又被选为柏林科学院的
通讯院士#%!,!年$他参与创建了都灵科学协会 1都灵科学院前
身2$他在协会的科技会刊上发表了大量数学.力学论文$内容涉及
变分法.概率论.微分方程.振动弦问题.最小作用原理等方面$为
这些学科的发展做了开创性的工作#由于他在欧洲所享有的很高声
望$%!""年$他受普鲁士王之邀$到柏林科学院工作达 *’年之久#
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在这期间!他完成了 "分析力学#$%&’’(一书!这是牛顿之后的一
部重要的经典力学著作)他还在代数学的方程论*数论以及分析学*
微分方程等数学领域做出了大量重大成果)%&’+年!腓特烈$%&%,-
%&’+!%&./-%&’+在位(大帝去世后!他认为普鲁士人的排外主义
已使科学研究受到阻碍!便接受法王路易十六 $%&0.-%&12(的盛
情邀请!到巴黎定居!直至去世)在这 ,&年中!他曾出任法国米制
委员会主任!又先后在巴黎高等师范学院和巴黎综合工科学校任数
学教授)他写出了 "解析函数论# $%&1&(和 "函数计算讲义#
$%’/%(两大分析巨著)近百余年来!数学领域的许多新成就可以直
接或间接地溯源于拉格朗日的工作)他在数学史上被认为是对分析
数学的发展产生全面影响的数学家之一)

3蒙日4$%&.+-%’%’( 法国数学家*化学家*机械理论学家)生
于法国东部的小镇博讷!卒于巴黎)是法国大革命时期 $拿破仑时
代(学术界的领导人物)早年就学于法国阿登省梅济耶尔军事学院!
%&+’-%&’2年在该学院任数学教师)%&’/年定居巴黎!%&1,-%&12
年任海军与殖民部长)%&1.年成为巴黎理工科大学教授)他参与巴
黎综合工科学校的创办 $%&10(!以后成为该校的领导人直到 %’%0
年)拿破仑远征埃及时!带领一批专家学者随行!蒙日是其中之一

$%&1’-%’/%()他在数学方面的研究涉及微分方程*微分几何*解
析几何*画法几何等领域)他开创了用几何来解释和分析运动的方
法)他把微积分应用于曲线和曲面的研究!他在三维微分几何方面
取得的成就超过了欧拉)由于他和欧拉*拉格朗日的工作!使解析
几何成为一个独立的数学分支)法国大革命前后!军事上筑城术的
需要促使画法几何产生!蒙日的研究使这一学科独树一帜)只是由
于涉及军事机密!他的著作 "画法几何#在这一学科创立之后 2/年
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才得以出版!他在物理"化学"冶金"机械等方面也有研究和成果!
他是一位优秀教育家#在他的直接教导和影响下#一大批几何学家
成长起来#并对近代综合几何学产生了重大影响!

$拉普拉斯%&’()*+’,-(. 法国数学家"天文学家!生于法国诺
曼底的博蒙一个农民家庭#卒于巴黎!因家境贫寒#靠别人资助入
学!曾就读于博蒙军事学校#并担任过该校的数学教员!’,岁时到
巴黎#经过一番努力和周折#他受到著名科学家达朗贝尔的赏识#被
介绍到巴黎陆军学校任数学教授!’(,/年当选为法国科学院院士!
’(*/年任巴黎综合工科学校教授!后又在高等师范学校任教授!
’,’0年被选为法兰西学院院士#’,’(年任该院院长!他的研究领域
广泛#涉及天文"数学"物理"化学等方面的许多课题!’(0,+’((,
年#他撰著了许多关于积分学"数理天文学"宇宙论"概率论等方
面的论文#在学术界初具声望!’((,年之后#他在天体力学和概率
论方面获得了许多重要研究成果!’(*0年#他发表了天文学巨著

1宇宙体系论2#探讨了太阳系的起源#提出著名的星云假说#因为
康德 &’(-)+’,3)#德国哲学家.也发表过类似的假说#后来就通
称为 4康德+拉普拉斯星云说5!从 ’(**年起#他陆续发表了 /卷

’0册巨著 1天体力学2&’(**+’,-/.#汇集了他在天文学上的几乎
全部发现!他推广了许多力学定律#将其广泛地应用于运动和天体
的研究!书中对位势理论作了重点阐述#对物理学的许多分支的发
展有深远的影响!’,’-年#他出版了 1分析概率论2一书#这是概
率论方面的一部内容丰富的奠基性著作#总结了以往的研究成果#增
加了概率论在一些应用上的新内容#系统叙述了概率论的基本定理#
书中大量运用了拉普拉斯变换"生成函数等许多数学工具!此外#他
在数学方面还发现了解二次"三次"四次方程的方法6研究了复变
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函数的积分和有限差分!推广了函数展开成级数的拉格朗日定理等"
对数学发展做出了重大贡献#$%&’($%)*年"是拉普拉斯学派形成
的阶段"他们在物理学领域投注了主要精力((毛细管作用+热学
理论+粒子论光学+声音的速度等方面的成果"促进了科学的数学
化#

,勒让德-.$*’)($%//0 法国数学家#生于巴黎"卒于巴黎#$%
岁毕业于马扎林学院#$*%)年以弹道学研究方面的论文获柏林科学
院奖#$*%/年当选为巴黎科学院助理院士"两年后升为院士"$*%*
年成为伦敦皇家学会会员#$*1’年当选为法兰西研究院常任院士#
$%$/年继任拉格朗日在天文事务所的职位"直至$%//年去世#他与
拉格朗日+拉普拉斯被并称为法国数学界的 2三34#他的研究主要
涉及数学分析+初等几何+数论及天体力学等方面#他是椭圆积分
理论的奠基人之一"发表了 5椭圆函数论6.)卷"$%)*($%/)0等
大量论著#他的 5几何原理6是一部初等几何教科书"书中将几何
理论算术化+代数化"说理透彻+简明易懂"在欧洲作为权威教科
书达一个世纪之久#他的另一力作 5数论6对数论进行了较全面的
论述#他还在大地测量理论+球面三角形理论+最小二乘法等方面
有重要贡献#此外"他还对高等几何学+力学+天文学+物理学等
问题有过论述#

,傅里叶-.$*7%($%/&0 法国数学家#物理学家#生于法国中部
奥塞尔城"卒于巴黎#出身于裁缝家庭"1岁父母双亡"沦为孤儿#
后被一主教收养"送入地方军事学校读书#虽学习成绩优异"因出
身微贱"未能从军"愤而进入修道院#)$岁时被召回奥塞尔当数学
教师#)*岁时任巴黎理工科大学讲师#/&岁时随拿破仑远征埃及"
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曾当过埃及学院的秘书!并兼管军中外交"政治和科学研究#$%&$
年回法国后受任伊泽尔地区的行政长官#在长达 $’年的任职期间!
荣获功臣与学者的双重桂冠#$%&%年受封为男爵#他是法国分析学
派的公认代表!突出贡献是热传导理论的研究#他给出了热传导的
方程及在不同边界条件上的积分法!提出求解这种方程的变量分离
法#并在此基础上!将函数表示为由三角函数构成的级数和!并详
细讨论了系数构成法则!从而建立起著名的 (傅里叶级数)理论!开
创了近代数学的一大分支#接着又由系统地运用三角积分而提出了

(傅里叶积分)他为求解偏微分方程的边值问题而提供的 (傅里叶级
数法)!极大地推动了微分方程理论的发展!特别是数学物理等应用
数学的发展*其次傅里叶级数拓广了函数概念!极大推动了函数论
的研究以及其他纯粹数学领域的研究#他还从事过代数学等其他数
学分支的研究#拿破仑倒台后!傅里叶境况不佳!后移居巴黎#$%$+
年任科学院院士#$%,,年成为科学院终身秘书#他还是英国皇家学
会外籍院士 -$%,+.和彼得堡科学院荣誉院士 -$%,/.#他深信数学
是解决实际的最卓越的工具!认为 (对自然界的深刻研究是数学最
富饶的源泉)#

0高斯1-$+++2$%33. 德国数学家"天文学家"物理学家#历史
上伟大的数学家之一#生于不伦瑞克!卒于格廷根#他出身在贫苦
的工匠家庭!祖父务农!父做短工!舅舅是个很有才能的纺织工匠!
对高斯的知识启蒙有很大影响#高斯从小就显示出很高的数学才能#
$+/,年在不伦瑞克公爵的资助下入卡罗琳学院学习!$+/3年又入格
廷根大学!$+//年因证明代数基本定理而获博士学位#从$%&+年直
到$%33年去世!一直担任格廷根大学教授兼格廷根天文台台长#他
的数学成就遍及各个领域!在数论"代数学"非欧几何"微分几何"
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超几何级数!复变函数论!椭圆函数论等方面均有一系列开创性贡
献"他一生发表了 #$$篇论文%但还有大量创作没有发表出来"他
总是等到作品十分成熟时才发表%往往省略分析和思考的过程%以
完美无瑕的结果出现"以致使有些学者认为%如能及早发表%其真
知灼见对后辈会有更大的启发%进入新的领域也会更快"他十分注
重数学的应用"在对天文学!大地测量学!电磁学的研究中%他发
明和发展了最小二乘法!曲面论!位势论等"他的 &算术研究’是
他对数论研究的总结%这本著作奠定了近代数论的基础%是数学史
上为数不多的经典著作之一"他在 &曲面的一般研究’中%全面阐
述了三维空间中的曲面的微分几何%提出了内蕴曲面理论%将微分
几何大大推进一步%并决定了这一学科发展的基本方向"他生前关
于椭圆函数理论!非欧几何等方面未发表任何公开文章%但从他的
遗稿发现%他是这些领域的重要开创者之一"他还发表过关于级数
研究!天体运动!磁学及力学方面的论著"

(彭赛列)*#+,,-#,.+/ 法国数学家!力学家"生于法国梅斯%卒
于巴黎"#,0+-#,#0年就读于巴黎理工大学%是蒙日的学生%后又
到梅斯炮兵工程兵学院学习并任工程教官"#,#1年随拿破仑军队远
征俄国%战败被俘%囚禁在萨拉托夫伏尔加河畔的监狱里"#,#2年
获释回国"在俘虏营的两年中%他回忆!思考了所学过的数学%利
用取暖的木炭%在墙上作图%探索几何学问题%创立了射影几何学%
他对同囚的技术人员讲解了他的新思想"回国后%#,#$年担任过梅
斯兵工厂工程师%后任梅斯炮兵工程兵学院教授 *#,1$-#,3,/%巴
黎理学院教授*#,3,-#,2,/%巴黎理工大学校长*#,2,-#,$,/"#,32
年被选为巴黎科学院士%#,3$年成为 4国防委员会5的成员%#,$#
年被选为彼得堡科学院通讯院士"#,11年他写成 &论图形的射影性
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质!一书"是他在俘虏营中的研究成果的总结"这本书奠定了射影
几何学的基础#他的工作对 $%世纪的数学有重大影响#$&’(年"他
关于水轮效率的论文获得巴黎科学院的力学奖金"对力学的研究做
出了贡献#

)柯西*+$,&%-$&.,/ 法国数学家0力学家#生于巴黎"卒于巴
黎附近的索镇#他出身于高级官员家庭"父亲曾任法国参议院秘书
长"他从小就受到良好的教育#$&1.年在巴黎理工大学学习"$&1,
年入巴黎桥梁公路学院就读#$&1%年成为工程师"后在运河0桥梁0
海港等工程部门工作#$&$2年回到巴黎"任教于巴黎理工大学"$&$3
年由于他在数学和物理方面的杰出成就而取得教授职位"并被任命
为法国科学院院士"以后又担任为巴黎大学理学院和法兰西学院的
教授#$&21年"七月革命后"他拒绝宣誓效忠新君主"因此失去了
所有的职位#他出走到瑞士的弗里堡"不久被任命为都灵大学的数
学物理学教授#$&22年到布拉格"应法国流亡国君的要求"作他私
人教师#$&2&年回巴黎"仍因拒绝宣誓效忠而再次失去受聘机会#
$&(&年二月革命"他才又成为理工大学教授#$&.’年政变后"恢复
帝制及宣誓仪式"但允许柯西可以例外#他的一生著作甚丰"至少
出版过 ,部著作和 &11多篇论文#数量之巨"仅次于欧拉#他的成
就遍及数学分析0复变函数0误差理论0代数0几何0微分方程0力
学0天文学等诸多领域#他的名字联系着许多概念和定理#他在数
学方面最重要的贡献在三个领域4微积分学0复变函数0微分方程#
他是经典分析的奠基人之一"他为微积分学所奠定的严格基础推动
了整个分析学的发展#他是现代复变函数理论的创建人之一"也是
他在数学领域最具特色的杰出工作#他在微分方程问题上提出的两
个基本问题开创了这一领域研究的新局面#他弄清了弹性理论的基
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本数学结构!为弹性力学奠定了严格的理论基础"他的著作朴实无
华!有思想#有创见"他所发现和创立的定理和公式!往往是一些
最简单#最基本的事实"因而!他的数学成就影响广泛!意义深远"

$罗巴切夫斯基%&’()*+’,-./ 俄国数学家"生于俄国下诺夫哥
罗德 &今高尔基城/!卒于喀山"’,0(年入喀山大学学习!’,’’年
获硕士学位并留校工作"’,’.年起先后任教授助理#非常任教授!教
授"还曾任物理数学系主任 &’,*0+’,*’!’,*1+’)*-/#喀山大学
校长 &’,*(+’,2./等职"’,2.年后!任喀山学区副督学!直至去
世"他是非欧几何的创始人之一"他在试图证明欧几里得几何第五
公设 &即平行公设/的过程中!发现了一种逻辑上无矛盾且与 3绝
对几何4&即与平行公设无关的几何学/不相冲突!但又与欧几里得
几何不同的新的几何体系"他称这种几何体系为 3虚几何学4"从

’,*.年他在喀山大学公开发表自己的新学说起!直到’,--年&逝世
前一年/!他始终坚持不懈地广泛宣传自己的新的理论发现"可惜在
他生前!他的学说未曾受到应有的重视!甚至受到嘲弄和打击"直
到他去世后不久!高斯对他的学说予以肯定!他的思想才逐渐被普
遍理解和接受"他的学说对几何学和整个数学的发展都起了巨大的
作用"他在无穷级数论 &特别是三角级数/#积分学#概率论等方面!
也做了出色的工作"此外!他还是一位杰出的教育家和管理者"他
创立了喀山数学学派和喀山数学教育学派"他曾经凭藉他卓越的组
织才能和教育才能把喀山大学从混乱不堪的状态中挽救出来"

$阿贝尔%&’,0*+’,*)/ 挪威数学家"生于挪威西南的芬岛!卒
于弗鲁兰"他家境贫困!父为乡村牧师"’1岁入教会学校学习"’-
岁时得年轻数学教师霍尔姆伯 &’()-+’,-0/细心指导!自学许多
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数学著作!"#$"年%在一些教授的资助下%入克里斯蒂安尼亚大学!
在学校中%他几乎全是自学%并从事研究%在数学上取得了很大成
绩!他一生中得到霍尔姆伯很多帮助!包括资助他到欧洲大陆求职%
在他去世后为他校订出版论文集 &"#’()等!"#$*年%他用法文写
成了 +一般五次方程用根式不能求解,的证明论文%但未受到数学
家们的重视!"#$-年%他到德国柏林%认识了克雷尔%这是对他事
业有极大帮助的第二个人!他在克雷尔创办的数学刊物上连续发表
了许多文章%可惜当时均未受到重视!"#$.年%他到巴黎%交给法
国科学院一篇关于椭圆积分的论文%仍未获得反响!他只好返回柏
林%克雷尔为他谋求教授职位%又未成功!"#$/年%他贫病交迫地
回到挪威%靠作家庭教师维生!直到他去世前不久%才因他在 0克
雷尔杂志1上发表的出色论文开始受到欧洲大陆学术界的注意%人
们才认识到他的价值!"#$#年%四名法国科学院院士上书挪威国王%
请为阿贝尔提供合适的科学研究位置!次年 *月 .日%年仅 $.岁的
阿贝尔就在贫病交困中郁郁去世!柏林大学任命他为数学教授的通
知%在他死后两天才到达!荣誉和褒奖在他去世后才接踵而来!"#’2
年他获得法国科学院大奖!他是椭圆函数论的创始人之一!他在交
换群3二项级数的严格理论3级数求和等方面都有巨大的贡献!他
是近代数学发展的先驱者!可惜他的论文的价值如同他本人一样%没
有被社会和学术界及时认识和重用!

4鲍耶5&"#2$6"#.2) 匈牙利数学家!生于克劳森堡%在父亲指
导下%"’岁即掌握微积分学%并应用于力学!".岁进入维也纳皇家
工程学院学习%上学期间%即潜心于平行线研究%企图证明欧几里
得 0原本1的第五公设!毕业后仍然继续研究%并决心创立新的几
何学!虽然遭到其父的劝阻%但终于 "#$’年得到了非欧几何的基本
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原理!鲍耶把自己的观点"写成 #空间的绝对几何学$"请求他父亲
协助发表"经过 %年的努力"于 &’()年才在他父亲一部初等数学书
中按 *附录+发表了!为了取得权威人士的评论"他父亲把 *附
录+寄给好友高斯"但没有引起高斯的重视"这无疑是对鲍耶的一
次打击,他还致力于复数理论的研究"&’-(年"莱比锡征询对虚数
理论的文章"他寄去一篇很出色的论文"并预言哈密顿的所谓 *三
维复数+表示法"这项工作又未得到应有的公允评价"因而使他感
到与罗巴切夫斯基的遭遇相似时"他心灰意冷"从此再也没有发表
过任何一篇数学学术论文!直到 &’.%年"匈牙利数学物理学会才在
他的坟墓上竖立起他的石像"并把他的 *附录+列入科学经典著作"
藉以纪念他对非欧几里得几何学创始的功绩"使之与世长存!

/狄利克雷01&’234&’3.5 德国数学家!生于迪伦"早年就读于
法兰西学院和巴黎理学院"&’)6年回德国"&’)’年任柏林大学特别
教授"&’(.年提升为正式教授"&’(&年被选为普鲁士科学院院士!
&’33年受聘于格廷根大学"任教授之职!在数论方面"他对高斯的

#算术研究$进行了研究"并有所创新"对费马大定理"他给出当 7
8&%时"无整数解的证明,还探讨了二次型9多项式的因子9二次
和双二次互反律等等问题,还开创了解析数论的研究!在 &’6(年出
版了他的遗著 #数论讲义$"其中包含了他在数论方面的许多成果!
在分析方面"他先后发表了 #关于三角级数的收敛性$9#用正弦和
余弦级数表示完全任意函数$"其中进一步发展了傅里叶级数的理
论"并提出新的单值函数概念"还提出所谓 *狄利克雷函数+9所谓

*狄利克雷积分+等!他还在位势论9热学9磁学9数学物理等方面
也有一些创造!
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!伽罗瓦"#$%$$&$%’() 法国数学家*在中学时+得到老师沙里
的指导+显示出非凡的数学才华+$%(,年进入巴黎高等师范学校学
习+因为支持 $%’-年法国七月革命而被捕入狱+出狱后+由于政治
及爱情的原因+$%’(年卒于决斗+年仅 ($岁*伽罗瓦在数学上引进
了许多新概念+并开辟了数学的新领域&&群论*他在生前+曾向
巴黎科学院多次投稿+论述他的新发现+但是+不是遭到遗失+便
是被认为.不可理解/*他在决斗的前夕+给他的朋友夏瓦利叶写信+
请求他把论文公诸于世*直到 $%01年+即死后 $0年+伽罗瓦的论
文2论方程和根式可解性条件3才发表于2纯粹与应用数学杂志3上*
到$%4-年+一些法国数学家论著发表后+对伽罗瓦的理论作了评论
之后+才引起广大数学家的注意+从此+伽罗瓦的工作才完全被理
解+他在数学上的地位才得到公认*

!魏尔斯特拉斯"#$%$5&$%,4) 德国数学家6分析大师*在柯西6
波尔查诺等人工作的基础上+重新考察数学分析中最基本的概念+把
分析的基础归结为对实数理论研究+在戴德金6康托尔的共同努力
下+创立了实数理论*魏尔斯特拉斯的分析算术化工作帮助人们摆
脱了依赖几何直观的陋习+用不等式刻划极限过程+给出了沿用至
今的极限 .789/定义+他还找到处处不可微的连续函数的例子*这
一 .病态函数/的发现刺激了对函数的研究+进而产生了实变函数
论*他在中学执教了 $5年+业余钻研数学+年近 0-才成为职业数
学家+他研究数学并运用于教学+许多成果发现于自编讲义或听众
笔记中+出版的著作不多+但非常重要*他桃李满天下+莱夫勒出
其门下+而第一位女教授:索菲娅;柯瓦列夫斯卡娅 #$%5-&
$%,$)也是他力排陋俗亲自辅导成才的*被人们誉为 .现代分析之
父/+其光辉业绩使他于 $%1%年被选为法国科学院和柏林科学院的
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院士!成为 "#世纪最有影响的分析学家$

%黎曼&’"()*+"(**, "#世纪德国数学家$"#岁在哥廷根大学攻
读哲学和神学时转攻数学!后来他师从狄利克雷-雅可比-高斯!获
博士学位$..岁时被聘为教授$此时已病魔缠身!.#岁便死于肺结
核$他短暂一生发表的作品较少!但高质量的工作却揭开了 "#世纪
数学新时期的序幕!对当时最重要的分析-几何与数论领域都做出
了划时代贡献!并产生了深远影响$其博士论文 /单复变函数的一
般理论的基础0是关于复变函数一般理论的名著!确定了复变函数
的几何理论基础!蕴含了拓扑学的本质!是近代数学史上重要贡献
之一$黎曼在数学分析方面!讨论了连续与可微可积的关系!提出
黎曼积分!及其存在的充分必要条件!研究级数收敛与发散性!对
整个数学产生了深远影响$在几何基础方面!黎曼对欧氏几何和非
欧几何作了纵贯古今的概括!从而统一了非欧几何兴起后的各种几
何理论!开辟了微分几何发展的新途径!黎曼几何还为爱因斯坦的
广义相对论提供了最合适的数学工具$黎曼在数论-函数论-微分
几何-代数几何等方面都有贡献!并写过物理学方面的论文$

%戴德金&’"(."+"#"*, 德国数学家$早年进行代数学-数论的
研究!亦曾论及无限思想$这一思想被康托尔所发展!构成了势和
序数理论的基础$戴德金是"#世纪进行数学分析基础严密化工作的
数学家!他提出 1分划2理论定义了有理数-无理数!进而得到实
数!建立起完整的实数理论!标志着数学分析基础的完成$他的代
表作是 /连续性和无理数0-/数的性质和意义0$他针对当时对有理
数的模糊认识!用崭新的方法定义无理数$他发现了直线连续性的
本质表现$戴德金应用 1分划2定义了有理数和无理数!并将二者
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合称为实数!实数的连续性由此得证!数学史上把 "#$%年&&戴德
金发表 ’连续性与无理数(一书的时间!称为数学分析基础完成的
一年)建立了实数概念用其连续性后!戴德金又用分划方法定义实
数的算术运算!建立起实数的加法和乘法结合律和交换律等)最后
发现*凡有理数的所有运算和各种性质!实数全都满足)戴德金还
在 ’数的性质与意义(中用集合论思想给出了整数理论)

+康托尔,-"#./&"0"#1 德国数学家!因集合论被誉为对 %2世纪
数学发展影响最远的学者之一)康托尔师从于魏尔斯特拉斯!以数
论的工作获得博士学位)他在研究函数表达为三角级数唯一性的判
别中提出集合理论!他用有理数的基本序列来定义实数!与戴德金!
魏尔斯特拉斯各自从不同角度出发独立地建立了实数理论!他们的
工作既把经典分析置于严密的理论基础上!也为近代分析 -点集拓
扑和泛函分析1的产生和发展开辟了道路)康托尔首先提出了 3无
穷集合4新概念!第一次把集合作为数学对象!定义集合的交与并!
引入 3一一对应4原则来衡量两个集合等价和具有相同的基数)认
为如果一个集合能跟它的一部分构成一一对应!则该集合是无穷的!
从而证明了无穷之间的差别)他的一系列论文创立了以研究集合论
的一般性质为对象的数学分支&&集合论!成为集合论的奠基人)集
合论思想得到了一些数学家的支持与捍卫!也受到另一些数学家的
非难与围攻)康托尔历经 %2年艰辛!终于获得了世界公认)人们把

"#$5年 "%月 $日称为集合论的诞生日!集合论促进了许多新的数
学科目的产生和发展!在科学界享有崇高的声誉)

+克莱茵,-"#.0&"0%/1 德国数学家)师从普吕克!研究各种几
何学和变换群的关系!他以统一的观点用变换群对几何学作了分类!
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即几何学是图形相对于某种变换群的不变性质的研究!被称为 "爱
尔朗根纲要#$%&’()!从而把各种几何作了完美的统一*克莱茵总
结古希腊几何三大问题!于 %&+,年给出了简单而明晰的证法!从而
彻底了结了两千多年的历史悬案*克莱茵数学兴趣极为广泛!对几
何-数论-群论-不变量理论-代数-函数论-方程论等方面均有
独到的见解*克莱茵另一贡献就是使哥廷根大学成为数学界的朝圣
地!他采取一系列措施!网罗和吸引了世界上第一流的数学家!也
培养了一大批数学天才人物!(.世纪初格廷根所体现出的那种数学
研究的风格是一种为所有数学研究部门一直追求的理想!数学研究
的真实基础在于理论与实际的恰当联盟之中*克莱茵还是数学教育
改革的积极倡导者和热情实施者!他的数学教学的要求受到社会学
术界和国家的重视!对现在的数学教育仍有一定的借鉴作用*

/庞加莱0$%&1.2%+34) 法国数学家*他的创新精神和卓越技巧!
使他涉猎了纯数学与应用数学的许多领域并做出了重大贡献*他的
工作涉及到数学-物理-电学-光学-弹性学-位势理论-动力学-
流体力学-相对论和天体力学等*在分析学方面他创立了自守函数
的理论*自守函数是周期函数的推广!是在克莱茵群变换下不变的
函数!庞加莱应用自守函数代数系统的线性微分方程5建立双曲几
何相容性的模型!使自守函数发展成为数学中一个内涵丰富的分支*
庞加莱另一贡献是创立了微分方程的定性理论*为研究描述行星运
动及行星和卫星轨道稳定性的微分方程有无周期解而开辟了一条崭

新的途径5他研究了微分方程的周期性和渐近解!对积分曲线的奇
点进行分类等*庞加莱讨论发散级数的本质定义!研究有用的发散
级数22称为渐近级数!他把渐近级数理论应用到解微分方程和解
天体力学问题中去!并获得了成功*庞加莱是最早系统探讨几何图

,(4%数 学



形组合理论的人!因而被公认为组合拓扑的奠基者"他提出了代数
拓扑的基本概念##同调!在拓扑领域还留下了一些重要的猜想"庞
加莱在天体力学$数学物理方面都有许多重要贡献!他还为数学的
传播和普及作过不懈的努力"

%希尔伯特&’()*+#(,-./ 德国数学家!在代数数域$积分方程$
变分法等领域中都取得了辉煌的成果"(),,年!他的0几何基础1一
书用近代观点建立了欧几里得几何公理化体系!开创了数学公理化
的研究方法!并很快推广到数学领域的许多分支!公理化的处理方
法被认为是开创了数学研究的新时代"希尔伯特为格廷根学派达到
鼎盛时期建立了不朽的功勋"(,22年巴黎国际数学家大会上!希尔
伯特应邀作大会发言!他在国际数学家面前作了题为3数学问题4的
著名演讲!把 3问题4看成数学发展的动力!列出了在新世纪里应
去努力解决的 +.个问题!为人们树立了把握全局!抓往关键!推出
研究数学主方向问题的范例!他的报告向数学工作者展示了新世纪
的前景!为数学史留下了一份珍贵的文献!对 +2世纪数学发展产生
了深刻的影响"希尔伯特是卓越的研究者!也是一位优秀的教师!他
具有优良的领导才能!继克莱茵之后把哥廷根数学研究推向全盛"希
尔伯特对物理学保持浓厚的兴趣!希望对物理学进行整理!以达到
完善$统一的形式和概括$精炼的陈述目的"他坚信物理问题是数
学研究的重要实际背景!认为这两门学科的结合是许多成果产生的
源泉"他的工作推动了不同领域学科间的学术交流!也促进了数学
的发展"

%阿达玛&’()*5#(,*./ 法国数学家"他在 0关于波的传播的讲
义1’(,2./中!把特征理论推广到任意阶偏微分方程"并赞同集合
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论新理论的作用!"#$%年第一次国际数学家大会上指出超限数理论
在分析中的重要作用&使得在测度论与拓扑学方面开展了进一步的
应用!由于变分法的原因&阿达玛开创了泛函的研究&并做出了成
绩!阿达玛对数学基础寄予浓厚的兴趣!对当时数学的逻辑状态提
出过批评&赞同康托尔超越数存在的证明&保证所有实数组成集合
的存在!阿达玛在行列式方面也有研究成果!他在数论方面应用整
函数理论证明了素数定理&研究整函数的目的就在于证明这个素数
定理&素数定理是解析数论的中心问题之一!阿达玛是法国 "$世纪
函数论王国的代表人物&从一个侧面刺激了布尔巴基学派的形成与
发展!

’嘉当&()*"#+$,"$-". 法国数学家!生于法国伊泽尔!"#$"年
毕业于巴黎高等师范学校&"#$/年以 0关于有限维连续变换群的构
造1获得博士学位!先后任蒙彼利埃大学2里昂大学2南锡大学2巴
黎大学教授等职!嘉当在李群2微分形式2积分不变式2联络几何
等许多数学领域内做出了很重要的贡献&例如"#$/年他奠定了李群
代数的理论基础&"#$+年研究了线性组合代数&"#$#年对单李代数
进行了完全的分类&34世纪初期&研究了无限维李群&还研究了群
的拓扑性质&并提出一般联络的微分几何概念&他的联络思想对微
分几何的发展产生了深远的影响!由于他在许多领域中有卓越的贡
献&于 "$5"年当选为法国科学院院士&"$/%年成为伦敦学会的会
员&还获得罗巴切夫斯基国际奖&也得到法国科学院多次奖励!

’罗素)*"#%3,"$%4. 英格兰人&34世纪影响最大的哲学家之一!
著述丰富&涉及数学2物理学2教育2社会等领域!早年学欧几里
得几何时&对公理&对数学前提表示怀疑&从而决定了他研究的兴
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趣!!数学基础"他首先完成了 #论几何基础$的论文%&’()*+以
康德哲学精神处理非欧几何%认为这些几何中某些公理是先验的"开
始认定数学是逻辑的高度发展形式"’),,年接触到皮亚诺符号逻辑
体系后%发现这是他寻求多年可以进行逻辑分析的工具%准备把这
一工具推广到关系逻辑上"他与数学家兼哲学家怀特海 &’(-’!
’)./+一起探讨数学基础问题%合作撰写 #数学原理$三大卷"这
是0,世纪初数理逻辑最主要的成就"罗素在本世纪初发现的集合论
悖论 1罗素悖论2曾予数学界以极大冲击%开始了数学发展史上的
第三次危机%促使数学家们重新审视数学的基石!!集合理论%这
一悖论直到他发展 1类型论2才解决"#数学原理$试图把整个数学
归结为逻辑%以逻辑的 1原始概念2与 1原始命题2为出发点%从
命题演算开始%通过类和关系的理论%建立自然数系%从而构成全
部数学的基础"罗素代表了本世纪初数学基础大讨论中的逻辑主义
学派%通过 1类型论2排除集合论悖论%刺激了数理逻辑学科的发
展%把符号逻辑和古典数学紧密结合起来%也开辟了 0,世纪以来数
学基础和数理逻辑的独特的研究道路"

3勒贝格4&’(/*!’).’+ 法国数学家%致力于研究各种病态函数%
导致了积分学的革命%也创立了实变函数学科"勒贝格潜心研究三
角级数以及测度和积分%’),0年发表 #积分5长度和面积$一文%系
统地阐述其测度和积分的思想%他的成名著作是6 #论三角级数$
&’),7+%#关于积分法和原函数研究的讲义$&’),.+"勒贝格在波莱
尔 &’(/’!’)*-+开闭区间测度思想的影响下%更一般化地引出勒
贝格可列可加测度%然后定义一种积分把 8&9+定义的区间 :;5
<=分为若干个勒贝格可测集%作积分和"经典积分下的积分和如果
不收敛%用分可测集的方法就可能收敛"于是按黎曼积分不可积的
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函数!按勒贝格意义却变得可积了!这是积分学上的一个巨大的突
破"勒贝格积分用到三角级数研究上!容易得到许多重要定理!也
改进了那时函数可展为三角级数的充分条件"推广了导数概念后!微
积分中的牛顿#莱布尼茨公式也有了相应的新结论"实变函数论由此
诞生"勒贝格顶住了一些人对他处理病态函数的反对!努力宣传他
的思想"到本世纪 $%年代!勒贝格测度论&积分论已成熟!并在概
率论!谱理论!泛函分析等方面获得了广泛的应用"

’布劳威尔()*++*,*-../ 拓扑学著名学者!荷兰人!0%世纪初
数学基础大论战中直觉主义学派继克罗内克&庞加莱之后的代表人
物"布劳威尔把数学思维理解为一种创造性程序!数学必须受到数
学直觉的限制!即在直观地给定的自然数列上!仅用有限次构造性
的方法建立数学"他主张1不承认排中律!不准用反证法证明命题
为真"一个命题的存在性被证明!必须被证明可以用有限的步骤构
造出来!只证明该条款的不存在导致矛盾是不充分的"排中律只可
用于有限集合而不能用于无限集合"是由于逻辑定理滥用于数学的
无穷集合导致矛盾&悖论的!而构造法建立的数学可避免悖论的出
现"尽管按布劳威尔等人的观点!古典数学中很大一部分内容不能
构造!不能称为2数学3!但直觉主义观点受到了许多数学家的重视!
对数学基础研究起到了很大的推动作用"布劳威尔本人是通过函数
论问题对拓扑学感到兴趣!他在拓扑学中提出了连续变换的单纯逼
近法!不动点定理!扩展456478曲线定理等!从而取得在拓扑学方
面的卓越成就"

’诺特()*++0,*-$9/ 德国籍犹太女数学家!在哥廷根大学受业
于克莱茵&希尔伯特&闵可夫斯基等人!获爱尔朗根大学数学博士
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学位!是当时世界上屈指可数的女数学博士!他开始研究几何图形
在满秩线性变换下的不变性!进而在微分不等式方面得到重要结果!
被希尔伯特邀请到哥廷根工作"诺特对代数学的环和理想子环的抽
象理论作了极为深刻的研究!写成 #环和理想论$!成为抽象代数现
代理论的开创者之一"她关于环的理论在代数几何中有各种应用!她
与其学生!代数学家范德瓦尔登一道!按公理体系奠定了近世代数
的现代基础!开拓了数学的新世界!从根本上改变了代数学的面貌!
也深深地影响了布尔巴基学派的结构思想"在希特勒驱赶犹太人的
淫威之后!诺特被迫离开哥廷根!受聘于布林马尔学院和普林斯顿
高等研究所!两年后死于外科手术"爱因斯坦称她为%&自妇女受高
等教育以来最重要的富于创造性的数学天才’!韦尔说%&她是一位
伟大的数学家((也是历史曾经产生过的最伟大的女性之一’"诺特
在代数学领域中的贡献!使她无愧于 &抽象代数之母’"

)巴拿赫*+,-./0,.123 波兰数学家!泛函分析奠基者"其 #抽
象集合上算子及其在积分方程上的应用$+,.//3是本世纪重要论文
之一",.4/年他的名著#线性算子理论$标志着泛函分析的成熟"巴
拿赫建立起具有不用内积定义的范数空间!给出空间三组公理!这
样得到的567689空间比:;<=>?@空间更为一般"他能对其空间证明
许多人们熟悉的事实!然后定义算子!讨论关于积分方程抽象形式
的解的定理"后来引入 5空间的伴随空间!伴随算子等"泛函分析
后来广泛运用于量子力学等领域"巴拿赫是波兰数学学派的中坚人
物!他和史坦因豪斯 +,--A0,.A/3一起在里沃夫领导了泛函分析
研究中心!与华沙的点集拓扑B集论B数学基础B数理逻辑研究互
相呼应"里沃夫泛函分析研究中心的工作是波兰数学的骄傲!也是
波兰数学学派最后一个黄金时期"二次大战时!巴拿赫在一个预防
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伤害病的研究所里喂养虱子!战后不久即死于肺癌"

#柯尔莫哥洛夫$%&’()* + 苏联数学家,概率论公理化的创始
人"先在函数论方面作了大量研究!如三角数论,测度论,集论,积
分论!后在概率论方面成功地证明了大数定律的必要和充分条件!他
推广了切比雪夫不等式!提出了柯尔莫哥洛夫不等式!创立了具有
可数集状态的马尔可夫链理论"他最著名的工作是在概率论公理化
方面!他的工作标志着概率论发展进入了一个新的阶段!为随机过
程的研究提供了必要的基础!被载入数学发展的史册"他建立起来
的第一流的概率学派为苏联数学赢得了光辉的荣誉"柯尔莫哥洛夫
还把概率论和数理统计用到实践中去!统计检验产品质量!创立统
计流体力学以解决湍流力学问题!他的研究体现了学科交叉渗透的
特点!与近代科学技术发展相适应"

#冯-诺伊曼$%&’()*&’./+ 美国数学家"生于匈牙利"早年以
集合论和数学基础的工作著称!二次大战中参与同反法西斯战争有
关的各项科学计划!担任过制造原子弹的顾问"他的科学足迹遍及
纯粹数学,应用数学,力学,经济学,气象学,理论物理学,计算
机科学及脑科学,他的成就相当于 )(年科学发展史的概要"他集中
研究纯粹数学!涉及到集合论公理系统,元数学,冯-诺伊曼代数
算子环等!解决了希尔伯特第五问题!对量子力学加以公理化"&’0(
年他由纯粹数学家转为应用数学家!并应召参与许多重要军事科学
计划和工程项目!帮助设计了原子弹的最佳结构!研究空气动力学!
转向航空技术"二战后期!他开始计算机研究!在电子计算机逻辑
体制中引入代码!编制各种程序!把崭新的科学思想付诸实践!是
第一台电子计算机 12345诞生的催产师"现代计算机许多基本设
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计中都带有他的思想标记!冯"诺伊曼还创立了对策论#抛弃传统
的经典力学方法处理经济问题#而代之以新颖的策略思想和组合工
具!晚年则致力于自动机理论#意识到计算机和人脑机制的某种类
似#为人工智能研究打下了基础!

$嘉当#%&’()*+, - 当代法国数学家!法国数学家./嘉当之
子!生于法国的南锡#()01年毕业于高等师范学校#()02年获得博
士学位#()31年任斯特拉思堡大学教授#()+*年任巴黎大学教授#
并成为法国布尔巴基学派代表人物之一!研究工作涉及数学的很多
分支#例如多复变函数论4自守函数论4拓扑学4同调代数4李群4
代数几何4数理逻辑学等!他的著作有 5同调代数6’()71-45微分
学4微分形式6’()18-等#()2*年荣获沃尔夫奖!()27年曾应邀
到上海来参加中国数学会成立 7*周年年会#并作了题为 5皮尔9费
马方程6的学术报告!

$哥德尔&’()*1,()82- 奥地利逻辑学家!早年攻读哲学#后转
攻物理和数学!由于偏爱精密性和严格性#对他后来的发展有重大
意义!集合论悖论出现后的数学界试图对集合论的使用加以限制:罗
素提出类型论区分集合#策梅罗和弗兰克尔提出;<选择公理系统#
对集合论公理化#试图在不损害数的前提下解决危机!就在希尔伯
特自信数学中没有不可知时#哥德尔提出了他的第一4第二不完全
定理#并郑重宣告=数学家们企图在某种限制之后#期望一个广阔
又严格基础之上放心研究的想法是不可能实现的!他的论文引起了
数学家们的极大兴趣#说是把整个数学形式化的主张是注定要失败
的#数学中一定有不可知#不可证#数学真理大河中有绝对的不可
知#而不是受认识能力#知识限制的不可知!逻辑主义和形式主义
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的原则不能贯彻到底!从此!数学家只使用集合论的一些最简单的
结果!而把更深入的数理逻辑和数学基础问题留给了专门的数理逻
辑学家"

#图灵$ %&’&()&’*+, 英国数学家"早年兴趣集中在 -可计算
数.上!他的理论奠定了计算机科学理论的基础"二次大战时!图
灵奉召到英国外交部通讯部所属的密码学校从事破译工作!他领导
的数学家!语言学家和计算人员共同研制了一种快速计算机!能高
速分析密码))各种可能的组合"图灵的理想计算机的思想导致了
世界上第一台数字式专用 -巨人.电子计算机的研制成功!也为二
次大战的最后胜利建立了不朽功勋"大战结束后!图灵致力于研制
大型电子计算机!写出了计算机总体设计方案!包含了仿真系统/子
程序和子程序库/错误自检系统/机器自动编译程序等"图灵在机
器智能方面做出了许多开创性的工作"并论述了智能机器的可能性!
以他特有的理论彻底性对包括智能计算机在内的所有机器作了严密

的分类!把数学计算机分为 -有组织的.和-无组织的.!两大类"图
灵一生的工作覆盖了几个重要领域0数理逻辑/群论/破译码机/计
算机/机器智能!并做出了巨大的贡献!他还对与生命起源有密切
关系的 -形态发生.的化学理论进行了可贵的探索"他的独创性和
预见性愈来愈受到人们的敬佩"

#康托罗维奇$%&’&() , 俄罗斯数学家"生于彼得堡!&’12年
毕业于列宁格勒大学!&’1+年任教授!&’1*年获得博士学位"&’3+
年被选为苏联科学院院士"其数学上的主要贡献有0%&,他是最优
化数学方法的创始人之一"&’1’年!他提出最优化生产计划理论的
论点!并发表 4生产组织与计划中的数学方法5一书!具有划时代
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的意义!为创立线性规划奠定了理论基础"从而形成新兴的经济数
学这门交叉学科"#$%他是计算数学创始人之一"&’()年发表了

*高等分析近似方法+!是计算数学奠基著作之一"#(%在泛函分析
方面!他研究了一类半有序空间!先后发表了 *半序空间中的泛函
分析+,*赋范空间的泛函分析+!并把泛函分析的理论应用到计算数
学中!从而建立了解算子方程的方法"在程序设计,函数论,数学
物理,微分方程,积分方程,变分法等许多方面都有所贡献-并于

&’.’年获得苏联国家奖!&’/’年获得列宁奖!&’0/年获得诺贝尔
奖"

1埃尔朗2丹麦工程师"其生平事迹不详"研究服务系统中的排队现
象的随机规律!称之为排队论"虽然 &’30年第一篇有排队论的论文

*电话呼叫数与等待时间+是约翰森所写!但第一篇从数学角度出发,
严格论述排队问题的论文!埃尔朗于 &’3’年所写!他不但把打电话
的排队现象作数学处理!他还以 4等待时间5为描述服务系统中的
指标!并提出 4排队论5的名称"到 $3世纪 )3年代!排队论得到
很大的发展!排队论不但成为最优化,控制论的基础!也成为计算
机设计的理论基础"

1鲁宾逊2#&’&67&’0.% 美国数学家"生于德国!早年求学于耶
路撒冷,巴黎等地!后在耶路撒冷,伦敦,多伦多等地工作"&’)$
年移居美国!并加入美国国籍"主要从事于数理逻辑,代数学等方
面的研究!他的最大的研究成果!是运用数理逻辑的概念与方法!将
无穷大,无穷小引进微积分!建立在严格的理论基础之上!从而创
立了所谓 4非标准分析5!著有 *非标准分析+,*模型论和元数学导
引+!他的著作对数学产生了一定的影响!虽然非标准分析已应用到
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一些学科之中!但在数学界!则对其评价不一"

#算经十书$中国由汉至唐近千年间出现的 %&部数学著作"唐高宗
显庆元年 ’()(*!天算家李淳风等人校订并注释了 %&部数学书!做
为国子监算学馆的教材!通称 +十部算经,!它们是-.周髀算经/0
.九章算术/0.海岛算经/0.孙子算经/0.夏侯阳算经/0.张丘建算
经/0.缀术/0.五曹算经/0.五经算术/0.缉古算经/"北宋元丰七
年 ’%&12*秘书省刊刻数学书时!.夏侯阳算经/与 .缀术/均已失
传!由于唐中叶的一部实用数学书卷首引录了 +夏侯阳曰-夫算之
法!约省为善33,一段内容!便被误以为原本而刊刻"南宋鲍2
之翻刻这些数学书时 ’%4%5*!又加入了他发现的曾在唐初作为国子
监算学馆辅助教材的 .数术记遗/!于是形成了后人所称的 .算经十
书/"它们既是除新发现的竹简 .算数书/外目前仅存的汉唐时期的
数学著作!也基本上代表了这一时期中国数学的发展水平"

.周髀算经/原名 .周髀/!约成书于公元前 %&&年前后!是一
部主张盖天说的天文学著作!其中涉及的数学知识有-相当复杂的
整数与分数四则运算!计算等差数列通项及公差的公式!一次内插
法!勾股原理一般形式的明确表述!开平方!勾股测量等"三国时

’5世纪*赵爽为之作注!在 +勾股圆方图注中,!利用著名的弦图给
出了勾股定理简捷而严格的证明!并导出了一元二次方程的求根公
式及 4&多条与勾股有关的命题"在 +日高图注,中利用出入相补原
理证明了传统的重差公式!为中国古代测量学中的这一基本公式奠
定了理论基础"

.九章算术/中算经典!大约成书于东汉初期!采用问题集形式!
收集了 42(道与生产实践有密切关系的应用问题!每题有问有答有
术!共 4&4术"按问题的性质与解法!分为方田!粟米0衰分0少
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广!商功!均输!盈不足!方程!勾股九章"总结了秦汉数学成就"
为中国传统数学的发展树立了光辉的典范#$九章算术%论述了平面
图形面积计算法"系统而完整的分数算法"粮食交换比率和四项比
例算法!配分比例算法"已知方形面积立体体积求边长之算法"几
何体体积算法"较复杂的配分比例算法"盈亏算法"线性方程组解
法"正负数加减法则"不定方程"勾股原理及应用测量法等#魏晋
间刘徽注 $九章%在理论上创造许多数学原理"并严加证明"然后
论证"应用到各种算法中去"形成中国传统数学的理论体系#

$海岛算经%刘徽著"受 $九章%勾股章测望问题启发依据重差
术撰写测望九问"在测量技术方面发展两次测量为三次!四次测量#

$孙子算经%三卷"作者不详"约成书于东晋南北朝时期"问题
集形式"包含有 &鸡兔同笼’"&物不知数’等典型问题"分别是带
余除法"一次同余式问题的早期成就#

$张邱建算经%三卷"约成书于五世纪或北魏时代"有涉及一次
不定方程组的 &百鸡术’及等差数列各种法及理论#

$五曹算经%"北周 ()世纪*甄鸾撰"分为田曹!兵曹!集曹!
仓曹!金曹五卷"是为地方官吏编写的实用算术书"内容浅显#

$五经算术%二卷"甄鸾撰"解释儒家经典及其古注中的数字计
算"内容浅显#

$数术记遗%一卷"卷首题 &汉徐岳撰"北周汉中郡守!前司隶"
臣甄鸾注’"但原文极为简略"必须依赖甄鸾所作的详细注释才能理
解"其中又出现了一些时代较晚的典故和用语"许多学者认为它实
际上是甄鸾自撰自注的"但也有学者认为确是徐岳所作"迄今尚无
定论#书中较突出的内容是记载了中国古代的大数进位制度!记数
方法与计算器械"其中 &珠算’被认为与后世的算盘有某种渊源关
系"&九宫算’明确记载了三阶幻方"在 &计数’条下还仿照 $张邱
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建算经!编制了两个百鸡问题"
#缉古算经!唐初王孝通著$依据几何图形和性质建立高次方程

来求解土木建筑问题$并记载有乘法公式及复杂的求积公式"
唐初作为国子监算学馆教材的 #夏侯阳算经!本是四五世纪时

的一部数学书$已经失传$现传本是中唐时的一部实用数学书$作
者韩延$约成书于 %%&年前后$全书 ’卷$卷首保存了原本 #夏侯
阳算经!的部分内容$约 (&&字左右$包括对筹算记数制度)乘除
算法及分数算法的详细叙述"此外$书中以大量篇幅记载了唐代筹
算乘除简便算法的内容"

*九章算术+中国古代影响最深远的一部数学经典$全书 ,卷$共收
入-.(个数学问题$多数内容与当时的生产及生活实践密切相关$但
也包括一些较为纯粹的数学理论问题$每题大致由问 /问题0)答

/答案0)术 /解题方法或过程0三部分组成$共有 -&-术$有的一
题一术$有的则是一题多术或多题一术"这些问题与解法的意义远
远超出了解答具体问题的范围$实际上是以具体问题及其解法为模
型$广泛地阐发中国古代数学的独特理论与方法$其首要特点是构
造性与程序化$形成了一个较为完整的算法体系"全部问题按其性
质和解法分属九章1第一章方田$’2问 -3术$主要论述平面图形

/田亩0的面积算法$以及系统而完整的分数算法"第二章粟米$.(
问 ’’术$主要论述四项比例算法$并给出了 -&种谷物的交换比率"
第三章衰分$-&问 --术$配分比例"第四章少广$-.问 3(术$开
平方)开立方$以及由圆面积)球体积反求其直径"第五章商功$-2
问-.术$各种立体图形的体积计算及其在土木工程中的应用"第六
章均输$-2问 -2术$较复杂的配分比例"第七章盈不足$-&问 3%
术$盈不足术 /双假设法0的基本原理并用以解决各种复杂的应用
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问题!第八章方程"#$问 #%术"线性方程组解法及正负数运算法!
第九章勾股"&’问 &&术"勾股定理"勾股恒等变形"勾股数及测量
问题!书中的数学内容按现代的观点可归为以下几类(

)#*数的概念与运算!自然数的概念与运算在书中被做为熟知
的内容!以此为基础"首先在方田章对分数作了系统而完备的处理"
包括分数概念"约分+通分+比较分数大小+四则运算+求平均分
数等!在约分术中使用了更相减损术"即辗转除法!少广章中有意
识地运用了最小公倍数!同时"对在开平方+开立方中遇到的开方
不尽数已经给予专门的注意"称这种情形为 ,不可开-"可以看作对
无理根数认识的初步阶段!在方程章"由于使用直除法 )即加减消
元法*求解线性方程组"不可避免地导致了正负数的加减运算"并
给出明确的运算法则"在解题中实际上也已涉及正负数的乘除运算!

)&*比率算法与代数!率的概念与比率算法是全书的核心内容
之一"几乎渗透到全部篇章!书中以粟米+衰分+均输三章专门叙
述比率概念与算法"今天所说的正比+反比+复比+连比+配分比
例等内容都统一地归结为今有术 )四项比例*与衰分术 )配分比
例*两大基本算法"并从而衍生出各种算法!许多今天看来不属于
比例范围的题目也用今有衰分之术处理"有些题目则涉及等差+等
比数列!
盈不足术是中国古代数学中求解应用问题的一种别开生面的方

法"在 .九章/中设有专章!为解决复杂的线性问题及一般非线性
问题"通过两次假设试算"将其化为特定的盈亏类数学模型"用固
定的演算程序求解"其原理即现在的弦位法!
少广章开方术"开立方术给出了整齐划一+代数意义十分明显

的开方程序"其原理可直接用以求解二次及三次方程的正根"并可
自然地推广到开高次方及求解一般高次方程的正根!勾股章第&0题
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则叙述了建立一个一元二次方程的过程!方程章专门阐述线性方程
组解法"给出了统一的演算程序"所用直除法即今天的加减消元法!

#$%面积与体积计算!方田章给出了矩形&等腰三角形&直角
梯形&等腰梯形&圆&圆环&环缺等面积的正确公式"又给出了弓
形与球冠形面积的两个粗糙的近似公式!商功章给出了多种棱柱&棱
锥&棱台&拟柱体以及圆柱&圆锥&圆台体积的正确公式"少广章
开立圆术由球体积求其直径"等价于一个粗略的球体积公式!

#’%勾股及测望理论!勾股章首先明确叙述了勾股定理"然后
通过一系列问题阐发了其应用及多种勾股恒等变形!第 ()&(*题给
出了在勾股形中所作正方形边长及内切圆直径的正确公式"第(’及

+(题给出了与今天完全一致的整勾股数一般公式!这一章还收入了
不少勾股测望问题"是相似勾股形比例性质的应用!

,九章算术-在中国古代数学的发展史上居有至高无上的地位"
在世界数学史上也是屈指可数的传世名作之一!首先"它是中国自
先秦至汉代数学发展的系统总结"标志着中国初等数学理论体系的
建立"这既体现在中国传统数学作为一个构造性&机械化算法体系
的确立上"也体现在传统数学的大致分类与基本格局的确立上"其
次"它对中国数学的发展产生了极为深远的影响!它通过数学问题
阐述数学理论与方法的形式"它对数学内容的取舍&分类与侧重"它
的构造性&机械化&形数结合&注重应用的数学思想"都对后世数
学的发展与数学著作的编纂产生了明显的规范作用"它所涉及的内
容及关心的主题成为后世大量数学成果的源头!第三"它记载了多
项在世界上遥遥领先的杰出成就"并对世界数学的发展产生了重要
影响!它的系统而完备的分数算法"整齐划一&便于推广的开方程
序"体系严整&求解迅速的线性方程组理论"均比其他国家的相近
成果早了千年以上"比例算法与正负数运算也早了 )..年以上"书
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中许多著名问题曾传入印度!阿拉伯甚至辗转传入欧洲"其中盈不
足术传入欧洲后曾是长期占支配地位的算法#因此"正如许多学者
已经指出的"以 $九章算术%为代表的机械化算法体系"与以希腊

$几何原本%为代表的公理化演绎体系"各擅其长"东西辉映"同为
世界数学发展的两大源泉#鉴于 $九章算术%在中国数学史上的极
端重要性"历史上为之作注的学者为数众多"早期最重要的注释者
有魏晋时刘徽!南北朝宋齐间祖冲之父子!唐初李淳风#祖氏父子
的注释已失传"而刘徽的 $九章算术注%则是中国传统数学中最富
理论创见的杰作#

&数书九章’南宋数学家秦九韶数学专著#共 ()卷约 *+万字"列 )(
个应用题"分为大衍!天时!田域!测望!赋役!钱谷!营建!军
旅和市物 ,类"每类 ,题#$数书九章%在数学内容上多所创新"能
道前人所未道#主要有 -大衍总数术.//一次同余式组解法和

-正负开方术.//高次方程的数值解法"代表了中国乃至世界中世
纪数学的最高成就#秦九韶对一次同余式组的解法"比德国数学家
高斯于()+(年发表的同样结果早0++余年"是中国数学史中数论领
域的卓越成就"有人认为 -中算之长于西算者"以大衍求一与四元
消去法为尤著.#代数方面的高次方程数值解法亦直到0个世纪之后
才有英国人霍纳的类似的方法"而秦九韶的方法在质量上还胜一筹#
另外"$数书九章%还改进了联立一次方程组解法#用互乘对减法"
即矩阵法求解#$数书九章%研究勾股测量问题及 -三斜求积.题"
即已知三角形边之长为 1!2!3求面积 4"秦九韶公式为5

67 (
89:

*;*< =:
*>;*<?*
* @*A B与古希腊海伦公式等价#
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!测圆海镜及益古演段"金元时期数学家李冶著#天元术的代表作$
李冶 %&&’()&(*’+字仁卿#号敬斋$,测圆海镜-%&(./+共 &(卷#
书前给出了一些定义和 0’(条几何命题#收集 &*1问#都是勾股形
的切圆问题$虽属几何#但李冶是用天元术设定未知数2布列方程2
解方程的步骤来处理的#所以实际上是用代数方法解几何题的著作$
卷首 3圆城图式4#在一个大勾股形中作一内切圆#然后再作一些特
殊线#构成&5个与之相似的勾股形#由此推出各种容圆问题的求法#
在几何方面是 ,九章-勾股容圆问题的发展#在代数上#是对前人
工作的引深与提高#为解决设定未知数及布列方程之困难迈出了关
键的一步$书中用代数方法解几何问题#利用乘法消去分母#使分
式方程化为整式方程#利用乘方消去根号#使根式方程化为整式方
程6并作了半符号代数式的尝试$,益古演段-%&(5’+共收集0.问#
大多数是平面图形之间的面积关系#处理问题的方法与 ,测圆海
镜-相同#亦用天元术解决几何问题#只在筹式排列的次序上2语
言文词上与 ,测圆海镜-略有差异$

!杨辉算法与详解九章算法"杨辉#字谦光#南宋钱塘人#著述甚丰#
今流传者有 5种 (&卷#即 ,详解九章算法-&(卷 %&(0&年+#,日
用算法-(卷 %&(0(年+#,乘除通变本末-(卷 %&(*.年+#,田亩
比类乘除捷法-(卷 %&(*5年+#,续古摘奇算法-(卷 %&(*5+#后

7种世称 ,杨辉算法-$,详解九章算法-传本已散乱#原序称#此书
取 ,九章-(.0问中 /1问进行详解#另添 7卷#即图 &卷#乘除算
法&卷#篡类 &卷$今者仅在盈不足2勾股及篡类 7卷$3详解4体
例分 7项83解题4即解释题意#名词术语2文字校勘和对题目的译
论等内容63细草4包括图解与算草#又称 3图草463比类4则选取

,九章-之外与原题算法相同或可比附的例题#作对照分析$杨辉的
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!篡类"是将 #九章$全部题目按解题方法由浅入深%重新分为乘除%
分率%合率%互换%衰分%叠积%盈不足%方程%勾股等九类&#杨
辉算法$中的 #乘除通变本末$讨论乘除算法%及加减%求一%九
归诸术&#田亩比类乘除捷法$发展了 #详解九章算法$方田章内容’
题目与例证更切合实际’同时批评 #五曹算经$中的一些错误&#续
古摘奇算法$则是杨辉搜集 !诸家算法奇题及旧刊遗忘之文"编辑
成书’其中保存了许多珍贵史料&卷上论纵横图’卷下说 #海岛$’
都有很高的科学价值&刘益的 !正负开方术"’贾宪的 !增乘开方
法"与 !开方作法本原"幸得杨辉引用’方不致失传’因而极其珍
贵&杨辉著作除联系实际注重应用和重视数学普及教育强调 !乘
除"法外’还包含有一些独到的数学成就&杨辉创 !纵横图"之名’
并在前人的基础上系统化整理了()幅纵横图及各种连环衍发图’略
述了某些纵横图的构造方法’说明他对纵横图构成规律已有所发现
和概括’他的著述是关于幻方亦即组合数学历史研究的珍贵资料&杨
辉还继沈括隙积术之后研究垛积术’对高阶等差级数做了更进一步
的探讨&

*算学启蒙和四元玉鉴+元代数学家朱世杰著&朱世杰字汉卿’号松
庭’燕山人&著 #算学启蒙$)卷 ,(-../’分 -0门’共 -1.问&又
著 #四元玉鉴$)卷 ,()0)/’-2门’共 -33问&#算学启蒙$内容
包括乘除%面积%体积%垛积%盈不足%差分%方程’最后一门是

!开方释锁"即天元术’由浅入深’是一部数学入门书& #四元玉
鉴$为论垛积术及四元术之杰作’卷上有 !四象细草"四问&卷中

!茭草形段"’!如象招数"和卷下 !果垛迭藏"三门中’集中记述了
垛积术和内插法方面的问题’给出了三角垛和四角垛这两个基本的
垛积系统以及在这两个垛的基础上产生的岚峰垛系统和四角岚峰
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垛!这些组合学方面的成就是惊人的"其中三角垛的性质和贾宪三
角的密切关系!书首的 #右法七乘方图$比贾宪三角增添了一些数
字和连线"使连线上数字规律阐释无遗!书中还利用三角垛结果建
立四次内插公式"由书中的二次%三次内插公式看"朱世杰能导出
一般的内插公式!同样方法处理级数在西方最早是莱布尼茨

&’()*+或法国穆顿&’(’,-’(./+"但都比朱世杰的成果要晚*00多
年!1四元玉鉴2最伟大的成就是 #四元术$"即由 #天元术$--
一元代数学发展而成的四元代数学"四元高次方程和布列和解法!在
前人一元%二元%三元的基础上"推广到天地人物四元"以直观形
象给四元高次方程一种固定的表示法"在天元式记法影响下用四个
方向代表四元"其中包括有某些难以统一的位置表示!四元方程的
解法是依次变形 #消$去未知数最后得到一个一元的高次方程而解!
朱世杰的 #消$法是中国数学史上一项杰出的成就!西方由方程

3&456+70"8&456+70消去一个未知量的方法是法国数学家
别朱 &’)*09’),*+于 ’)(/年给出的方案"直到 ’)).年方正式发
表于 1代数方程的一般理论2中"已在朱世杰后 /00余年!1四元玉
鉴2使得中国数学在四元术方程及其解法方面达到了高峰"在世界
数学史上"也占有一定的地位!

:九章算法比类大全;明代数学家吴敬著"是当时商业数学著作的代
表"成书于 ’/<0年!共分 ’0卷"卷首部分列举了大数%小数的记
法%度量衡单位及其进率"还有整数分数的四则运算等!正文从第
一卷到第九卷"是’000多个应用问题解法的汇编"第十卷专述开方!
吴敬可能从杨辉的著作中间接了解 1九章算术2的内容!认为 1九
章2包容极广"一切应用问题均出于其中"所以把全部问题按 1九
章2名义分为方田等九类"编成九卷!各卷先给出摘抄的 #古问$"
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再结合当时实际附加新的应用问题!称为 "比类#$"比类#问题中!
包括利息计算%商品交换%就物抽分%合伙经营等大量商业算题!反
映出数学在商业资本发展过程中的作用$&九章算法比类大全’中还
介绍了一种 "写算#乘法!即后来程大位 &直指算法统宗’中的

"铺地锦#!这是当时印度%阿拉伯%欧洲等地非常流行的一种算法$

(算法统宗)明代以算盘为计算工具的应用数学书!程大位 *+,--.
+/0/1著$全书共 +2卷!有 ,3,个应用问题!绝大多数问题是从传
本数学书中摘录的$在编写的体例和内容上都受吴敬的 &九章算法
比类大全’的影响$其特色是所有数学计算都使用珠算$这是明代
商业数学发展%珠算法普及其流行时期数学的实用性表现$书中载
有珠算口诀!并举例说明如何按口诀在算盘上演算$其中开平方%开
立方的珠算方法是程大位首先提出来的$&算法统宗’是一本非常受
欢迎的应用数学书!流传极为广泛!明清两代不断翻刻改编!"风行
宇内#!学算之人 "莫不家藏一册#!影响之大在中国数学史上是罕
见的$后来程大位为了普及珠算术!把 &算法统宗’一书加以改编!
缩写为 &算法篡要’四卷!于 +,34年出版$这两部书对朝鲜%日本
等邻国数学的影响也是非常深远的$

(几何原本)欧几里得 &原本’的汉文译本$+/世纪意大利教士利玛
窦来华!与徐光启合译欧几里得 &原本’$他们根据德国数学家克拉
维斯的拉丁文本欧几里得 &原本’*+,卷1翻译了前 /卷!+/02年
出版$前 /卷包括了欧几里得平面几何的全部内容!其中也夹有克
拉维斯收集的对欧氏 &原本’的解释及增添的例题$又借用汉语中

"几何#一词来表示量!把它看成是研究量的科学!因而定书名为

&几何原本’$如今 "几何#已成了一门重要数学分支的专有名词$
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!几何原本"的内容虽然只是古希腊的几何知识#也不是 !原本"博
大精深的全部#但对于具有独特传统的中国数学来说是极其令人惊
异的$这种从定义%公理出发#按照形式逻辑的要求编排内容的形
式#以及演绎推理的证明方法#与中国传统数学是截然不同的$!几
何原本"文字通顺#语句流畅#错误极少$徐光启还在翻译中精心
研究创设了许多绝妙的译名#不仅在中国沿用到今#而且还影响了
朝鲜%日本等国$如&点%直线%曲线%平行线%角%三角形%四
边形等$欧几里得 !原本"的后半部翻译工作是 ’()年后中国数学
家李善兰和传教士伟烈亚力合作译出的#出版于 *+(+年#至此 !原
本"方为完璧$

,梅氏历算全书辑要-清代数学家梅文鼎.*/001*2’*3的数学著述#
共 +)多种#’))余卷$康熙壬寅春季 .*2’’3魏荔彤收集已刻及未
刻稿编为 !梅氏历算全书"#共 ’4种 25卷 .包括他人 ’卷3#由杨
作枚 6为之订补疏剔7#于雍正元年 .*2’03出版$乾隆二十六年

.*2/*3#梅文鼎之孙梅,成以 !梅氏历算全书"6校仇编次不善而名
为全书亦非实录7#另行编次#更名为 !梅氏丛书辑要"#共收 ’0种
计 /)卷$包括了梅文鼎的主要数学著作#如& !筹算"% !笔算"%
!度算释例"%!平三角举要"%!弧三角举要"%!方程论"%!几何补
编"%!环中黍尺"%!堑堵测量"%!勾股举隅"%!方圆幂积"**种#涵
盖了初等数学的各个分支$梅文鼎的 !笔算"改变 !同文算指"笔
算中的横写法为竖写法#除法演算步骤较为简捷而乘法比较复杂$书
中还包含有定位如小数点的记法$梅文鼎几何方面对立体几何研究
做出了贡献#讨论了方灯%圆灯等正多面体的变形和正多面体互容
问题#是在 !原本"后几卷尚未译出时独立得到的$他还结合天文
历法深入研究了三角学#其 !平三角举要"%!弧三角举要"是我国
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最早的平面三角和球面三角的著作!书中系统而全面地介绍了三角
知识"#堑堵测量$及 #环中黍尺$对球面三角公式作了补证!创造
性地利用投影原理!把球面三角问题转化为平面问题"#方程论$论
述多元一次方程组的分类!解法和应用!包含有辅助元或代换法的
思想!并讨论了互乘对减法相减次数的最小值"

%则古昔斋算学&清代数学家李善兰的算学文集"李善兰 ’()((*
())+,!字壬叔!号秋纫!浙江海宁人"是清代后期数学的代表"数
学成就集中于尖锥术-垛积术-数根术等方面!创造了传统数学研
究的新水平!同时又能兼收并蓄!成一家之言!在微积分!组合数
学-数论和级数等领域很有见地!颇多独创"他的缜密思考和精辟
论述影响了整一代人"其数学著作于 ()./年汇刻出版!书名为 #测
古昔斋算学$!包括 (0种1 #方圆阐幽$ ’()23,! #弧矢启秘$
’()23,-#对数探源$’()23,-#麟德数术解$’()2),-#对数探源$-
#垛积比类$-#火器真诀$-#对数尖锥变法解$-#级数回求$-#天算
或问$及研究椭圆的三种"#方圆阐幽$概括了李善兰的 4尖锥术5
方法"尖锥术是在垛积术和传统的极限思想的基础上创立的!相当
于微积分的方法!是中算史上微积分的萌芽"#弧矢启秘$结合尖锥
术讨论弧矢关系!得到割圆函数级数展开的若干表达式"#对数探
源$则由尖锥术给出自然对数的展开式!并以此造表"

#垛积比类$是李善兰对中国数学史上垛积术集大成的著作!其
体例清晰-逻辑严明!但所有公式均未给予证明"书中得到相当于
费玛组合恒等式!斯特灵数结果"#垛积比类$的研究方法和内容都
属于现代组合数学的范围!这是一部现代组合数学出现前的杰作"

%畴人传&阮元主编!由李锐-周治平-钱大昕-凌廷堪-谈泰-焦
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循等人集体合作完成的!历时 "年 #$%&’($%&&)*共 "+卷!书中
记载有从黄帝到嘉庆四年已故天文学家和数学家共 ,%-余人*其中
有数学著作传世者近 ’-人!书中还附录了明末以来传入中国的天
文.数学书中涉及到的外国天文学家.数学家和来华教士共 "$人!
/畴人传0编成后*杨辉.朱世杰等人的著作相继发现*而 /畴人
传0未列出!所以罗士琳 #$%1&($1’2)作 /续畴人传0+卷

#$1"-)!在 /续畴人传0中*罗士琳叙述当代学者的生平事迹和学
术成就比较详实*列传后的评论也比 /畴人传0公允!$11+年*钱
塘诸可宝又作 /畴人传三编0%卷*收入 $,&人的传记!$11&年*黄
钟骏作 /畴人传四编0$$卷*续补 ,%’人*另有西方人 $’2人*妇
女 1人!/畴人传0及其续编共收入 &,,人的传记*对了解中国古代
天文学家和数学家的生平事迹提供了不少方便!但对畴人事迹研究
不够*仅是一些史料的堆积*对前人的成就也缺少评价*是数学史
研究的早期准备工作!

3莫斯科纸草书4现存最古老的埃及数学文献之一*大约是公元前

,---(前 $1--年的作品!长 ’""厘米*宽 1厘米*包括 ,’个数学
问题*$1&2年它被一位俄国学者郭列尼舍夫从埃及购得*$&$,年被
收藏于莫斯科美术博物馆*因而得名!纸草也称莎草*是一种多年
生草本植物*盛产于尼罗河三角洲!古埃及人把它的茎从纵面剖开
得到一些窄长的草片*由于其中含有粘汁可以互相粘合*压平晒干
后就成了可供书写的纸草纸!用这种纸写成的书就被称为纸草书*由
于容易毁坏*只有极少数保存至今!莫斯科纸草书中包括了一些简
单的数字计算和面积.体积计算*还出现了这样的问题56某长方形
的面积为 $,*其宽是长的 27"*求其长和宽8!6某直角三角形的一
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个直角边是另一个直角边的 !"!
倍#其面积为 !$#求这两边之长%&

又如 ’把一个面积为 "$$的正方形分成两个小正方形#使得其中一
个的边长是另一个的四分之三%&即相当于(!)*!+"$$#(,*+",
-./&其作法是0作一个边长为 "的正方形#取其边的 -./为另一正

方形的边#两个正方形的总面积为"1"2#
求出"1"2

的平方根为3
/#
求

出"$$的平方根为"$#用"$除3/#
得4就是其中一个正方形的边长#

乘以-./#即得另一正方形边长为 2#在今天人们也许会认为这是属
于代数学范围的二次方程问题#但埃及人解这类问题时所用的方法
是他们早已熟知的试位法#其原理是比例#并不真正涉及代数学方
法&书中第 "$题计算一个篮子的表面积#对其具体内容的理解有几

种意见#一种是把它理解为一个半球形#直径为 /"!#
其结果与今天

的结果完全一致&另一种意见认为篮子的形状是一个半圆柱#直径

与高都是 /"!#
所计算的是这个半圆柱的侧面积#且不包括平面部

分#计算过程与前面的相同#恰好也是完全正确的&最引人注目的

是第 "/题#其计算过程应用公式5+"-678
!)89)9!:计算了一个

正四棱台的体积&
在古代#正四棱台体积的计算是相当困难的问题#除了巴比伦

人在大致相同的年代曾给出过一个粗糙的近似公式外#世界其他各
民族都很晚才得出这一公式 7例如在中国#它最早的明确记载是在

;九章算术<中:#因此#埃及人以对称形式给出的这一结果确实是
早期几何计算中一项最出色的成就&他们很可能是在建造金字塔的
过程中熟悉它的#因而它被数学史家们一语双关地称为 ’最伟大的
埃及金字塔%&
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!阿默斯纸草书"藏于英国伦敦博物馆的古代埃及纸草数学书#由阿
默斯抄写故名阿默斯纸草书#亦以购买者的名字命名为莱因特纸草
书$苏格兰的埃及学家莱因特于 %&’&年#在埃及买到一卷古代埃及
的数学纸草书#长 ’’(厘米#宽 ))厘米#包括 &’个数学问题及其
解答#是一位名叫阿默斯的抄写员在公元前%*’(年左右抄写的$阿
默斯纸草书记载了丰富的算术与几何知识#包括整数与分数运算+比
例+配分比例+等差数列+面积与体积计算等#并涉及大量的食品
分配+谷物贮藏+田亩面积+动物饲养等实际问题#可能是当时的
一部实用数学手册$古埃及人习惯于使用分子是 %的单位分数#除

,-)之外#其他分数均要化为单位分数或它们的和$阿默斯纸书一开

头便给出了一张将形如 ,
,./%0.1,#)#2#’(3

的分数化为单位

分数之和的分解表#利用它可以方便地把分数在 ’与 %(%之间的其
他分数化为单位分数之和#也可用以进行相应的整数除法运算#一
般的除法运算书中第 ,%+,4+,’题是极好的例子5

0,%346%’1%’/
%
%’

0,43%76&1,/%4/
%
&

0,’3%*6)1’/%)
古埃及人熟练地运用了比例算法#书中有一类 8堆算9问题常

常被认为是一元一次方程#实际上书中解这类问题用的8试位法9仍
是以比例算法为基础$书中已经熟悉等差数列的简单性质:第 ;7题
常常被作为埃及人掌握了等比数列的证据$阿默斯纸草书中叙述了
如何去计算正方形+长方形+直角或等腰三角形+直角或等腰梯形

以及能分割成这些图形的田地面积$第 ’(题利用公式<1 0&7=>3
,
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计算圆形土地的面积!作者把圆的直径分为 "等份!并且建立了边
长为这样的等份的 #个正方形!所得正方形被认为与这个圆同样大

小!也就是表示圆面积为 $#"%&
’!%为圆的直径(相当于)*+,-./0!

误差小于/,.1(有时他们用+,’作为圆周率值(这在当时是一项杰
出的成就!第 2#题实际上给出了其计算原理!书中也给出一些体积
算法包括圆柱和半球的体积(此外书中还有一些问题讨论了金字塔
的陡度!即金字塔斜面上任一点距其底边的水平距离与其高度的比
值!实际上就是金字塔的斜面与底面的成二面角的余切(

3原本4欧几里得著(原名为 56789:;7<=$希腊文&!指基本要素(翻

译到中国后定名为 5几何原本=(5原本=总结了在此之前数学的发

展成就!用严密完整的逻辑体系统率材料(它的基本结构是选取少

量原始概念和不需证明的几何命题!作为定义>公理>公设>使之

成为全部几何学的逻辑依据!然后运用逻辑推理证明其余的命题!从

而得到一系列的几何定理!定理的编排由简到繁!这被称为公理化

结构(5原本=共 -+篇!现传本有 -0篇!其最后两篇是在流传过程

中由后人补加的(第一篇用’+个定义提出了点线面圆和平行线的原

始概念!接着是 0个公设和 0个公理!然后用 2#个命题讨论了关于

直线和由直线构成的平面图形的几何学!如三角形>平行线>平行

四边形等(第二篇讨论几何代数!第三篇论圆!第四篇论圆的内接

外切图形并讨论正多边形!第五篇讨论关于量的比例问题!第六篇

是比例理论的几何应用!如相似形等(第七至第九篇为数论内容!第

十篇最为艰深!重点是对形如 ? ??<@ A$<!A为有理线段&的无

理量的所有 ’0种可能的形式进行分类!以及毕达哥拉斯数!辗转相
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除法等!第十一"十二"十三篇为立体几何和穷竭法!正多面体等#
欧几里得 $原本%堪称历史上第一部内容丰富!论证精彩的数学典

籍!包括了现代中学数学课本的几乎全部内容!而且深深地影响了

后世数学的发展!其演绎结构成为西方数学的典范!是人类文化的

宝贵财富之一#$原本%成书后出了 &’’’多版!印刷量仅次于 $圣

经%!是当之无愧的科学经典#

(巴克沙利手稿)&**&年在印度西北的巴克沙利村出土了一部用白

桦树皮写的残简!数学史称之为 +巴克沙利手稿,#据考证!它是公

元四五世纪的遗物#巴克沙利手稿中保存有印度数码的发展痕迹!以

往的数学记载中用类似 +’,符号来表示的零!在巴克沙利手稿中用

一个点来表示#
巴克沙利手稿中还记载有-

./0 12. 34013 4
21
并具体 给 出 .20 &3 &53

&
5678

&
567657!

相当于 &97&72&:;*;!表明对开方不尽问题有相当好的近似公式#
巴克沙利手稿表现出高超的代数水平!印度数学家解方程1<0

=时常用的 +单假设法,可在此中见到#
对于问题1<3>0=!则不用单假设法求解!巴克沙利手稿的方

法是先假设一数 ?!按题意算得1?3>0=@!然后计算与题设结果之

差 =8=@!那么所求数是 <0=8=@1 3?#

巴克沙利手稿中还有相当于如下式的线性方程组-
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!"#!$%"&
!$#!’%"(
!’#!)%"*
!)#!+%",
!+#!"

-

.

/ %$0
其解为!"%,1!$%(1!’%"01!)%*1!+%""2说明当时印度数学
家已掌握了特殊类型的线性方程组解法2
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